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؛سرفصل ها •
•

•(-aمعادله حرکت به روش انرژی و فرکانس طبیعی

•

•(-bمعادله حرکت به روش نیوتن

•

میراکند ( 1•

تند میرا( 2•

نوسانی( 3ها               پاسخ c-)آزادی                       درجه 1ارتعاشات سیستم های (-1•

•

بحرانی( 4•

•

•

بالانسی( 1•

•

•(-dارتعاشات تحت تحریک اجباری

•

تحریک پایه( 2•

•

•

•

•(-e ذراگارتعاشات

•

•

•

•(-aمعادلات حرکت

فرکانس طبیعیb-)آزادی       درجه 2ارتعاشات سیستم های (-2•

•
•(-c تحریک اجباری



.است( متغیر با زمان)دینامیکیبار تحلیل رفتار سیستم تحت یک :دینامیک •
•

.می باشد( متغیر با زمان)بررسی پاسخ یک سیستم به یک ورودی دینامیکی  :ارتعاشات•

نوع ؛لحاظ سیستم های ارتعاش ی از تقسیم بندی •

lump mass-(جرم وفنر)سیستم گسسته ( -1

سیستم پیوسته( -2

.سیستم پیوسته بی نهایت درجه آزادی داریمدر : تذکر*

ورودی؛نوع از لحاظ ارتعاش ی بندی سیستم های تقسیم 

یا پریود کنیم ، فرکانس ورودی نداریم ولی سیستم را از حالت تعادل آن خارج می : آزاد ارتعاشات ( -1

.فقط به خود سیستم وابسته استنوسانات 

.کسینوسی ورودی سینوسی یا : هارمونیک ارتعاشات ( -2

ورودی در زمان محدود اعمال می شود و برداشته می شود ولی تابع این : ارتعاشات گذرا ( -3

.مشخص استنیرو 

.استورودی کاملا ناشناخته است وفقط به لحاظ آماری قابل بررسی :راندم ارتعاشات ( -4



:ارتعاشات از لحاظ فرمول بندی وساده سازی •

خطی(-1•

خطیغیر (-2•

:  فرمول اپراتور خطی

:مثال خطی

L=4 x                 L(α1x1+ α2x2 )=4(α1x1+ α2x2) =α1(4x1)+ α2(4x2)

+α1L(x1)=اپراتور خطی ؛( α2L(x2)                                                                                           ( 
4x 

:مثال غیر خطی 

L=x2                              L(α1x1+ α2x2 )=(α1x1+ α2x2 )2 = α1
2 x1

2 + α2
2 x2

2 +2α1 α2 x1x2

x2  ≠ L(α1x1 )اپراتور غیر خطی ؛) )+L(α2x2)

L(α1 x1+α 2 x2)=α1 L(x1)+α 2L(x2)



.شودناسایی تعداد حرکت مستقلی است که باید برای سیستم بیان کرد تا کل سیستم ش: آزادی درجه •

:یک درجه آزادی سیستم های ارتعاشی با •

ز                 افنر در حقیقت نماد ذخیره کننده انرژی است میتواند معادل .استفنر ودمپر ,آن جرم اجزای 

.دمپر نمادی از اتلاف انرژی است. باشد.... الاستیسیته جسم وخودفنرها 



:معادلات به روش انرژیاستخراج 

ابتدا جرم را آویخته وآرام آرام رها می کنیم

                                  k.تا به وضعیت تعادل استاتیکی برسد
k                                                                                                                     

k                                                  
𝛿𝑠𝑡=

𝑚𝑔

𝑘

x

.در این حالت مجموع انرژی  سیستم مقداری ثابت بوده و انرژی با گذشت زمان تغییر نمیکند

T + U = cte                
𝑑

𝑑𝑡
𝑇 + 𝑈 = 0

.نیستصورت وجود دمپر قابل کاربرد روش انرژی در ( -1: تذکر * 

شیپتانسیل         جنب

.تغییرات نسبت به موقعیت تعادل استاتیکی سنجیده می شود( -2

𝑚



;استاتیکیتغییرات انرژی پتانسیل فنری نسبت به موقعیت تعادل •

• ∆𝑈𝑘 = 
1

2
K(𝑥 + 𝛿𝑠𝑡)

2 -
1

2
K (𝛿𝑠𝑡)

2

;تغییرات انرژی پتانسیل نسبت به موقعیت تعادل استاتیکی •

•

• ∆𝑈𝑚𝑔 = −mg(𝑥 + 𝛿𝑠𝑡) –𝑚𝑔𝛿𝑠𝑡 = -mgx

;و برای انرژی جنبشی •

• ∆T = 
1

2
m (  𝑥 +  𝛿𝑠𝑡)

2 −0 = 
1

2
m  𝑥2

• رسرعت د انرژی جنبشی 

• هنگام ارتعاش در تعادل استاتیکی

∆U = 𝑈𝑘 + 𝑈𝑚𝑔 ∆𝑈𝑘 =
1

2
𝐾 (𝑥)2 ∆ 𝑈𝑚𝑔 = ±𝑚𝑔(∆𝑥)



𝑑

𝑑𝑡
( T + 𝑈𝑚𝑔 +𝑈𝑘 :داریم                                                                                             0 =(

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝑚  𝑥2 −𝑚𝑔𝑥 +

1

2
𝐾 𝑥 + 𝛿𝑠𝑡

2 −
1

2
𝐾𝛿𝑠𝑡

2 =0

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝑚  𝑥2 −𝑚𝑔𝑥 +

1

2
𝐾𝑥2 +

1

2
𝐾𝛿𝑠𝑡

2 + 𝐾𝑥𝛿𝑠𝑡 −
1

2
𝐾𝛿𝑠𝑡

2 =0          (𝛿𝑠𝑡 =
𝑚𝑔

𝑘
)

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝑚  𝑥2 −𝑚𝑔𝑥 +

1

2
𝐾𝑥2 + 𝐾𝑥(

𝑚𝑔

𝑘
) =0

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝑚  𝑥2 +

1

2
𝐾𝑥2 = 0

m  𝑥  𝑥 + K  𝑥 𝑥 = 0

فرکانس زاویه ای :    𝜔𝑛 =
𝑘

𝑚
فرکانس طبیعی 𝑓𝑛 =

𝜔𝑛

2𝜋

 𝑥 +
𝑘

𝑚
x = 0 معادله حرکت



عاش شود، وسپس دچارارتاگر جسمی به تعادل استاتیکی رسیده باشد دهد، طور که این مسئله نشان می همان :نکته 

فنری را یل پتانسگاه می توان تغییرات انرژی ،آن چنان چه اثر وزن به صورت تغییر شکل در فنرها ظاهر شده باشد 

به صورت 
1

2
𝑘𝑥2 نوشت کهx می باشد استاتیکی فاصله سیستم از موقعیت.

(تاثیر ندارد)انرژی پتانسیل وزنی صرف نظر می کنیم از همچنین در این شرایط 

(فنر ومیله بدون جرم);بررس ی حرکت نوسانی آونگ 

ℓ θ  :داریم =
𝑥

𝑙
,      𝑥 = 𝑙𝜃  𝑥 = 𝑙  𝜃

𝜃

k      m 𝑥

T=
1

2
𝑚(𝑙  𝜃)2

𝑈𝑘 =
1

2
𝐾(𝑙𝜃)2

𝑈𝑚𝑔 = −mgl cos 𝜃 − −𝑚𝑔𝑙 = mgℓ(1 − cos 𝜃)



•
𝑑

𝑑𝑡
𝑇 + 𝑈𝑘 + 𝑈𝑚𝑔 = 0 :ازپایستگی انرژی  داریم 

•
𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝑚(𝑙  𝜃)2+

1

2
𝑘(𝑙𝜃)2+𝑚𝑔𝑙(1 − cos 𝜃) = 0

• 𝑚 𝑙2  𝜃  𝜃+k𝑙2  𝜃𝜃 + 𝑚𝑔𝑙  𝜃 sin 𝜃 = 0 sin 𝜃 ≈ 𝜃

• 𝑚 𝑙2  𝜃  𝜃+k𝑙2  𝜃𝜃 + 𝑚𝑔𝑙 𝜃  𝜃 = 0

•  𝜃 +
𝑘 𝑙2

𝑚 𝑙2
+

𝑚𝑔𝑙

𝑚𝑙2
𝜃 = 0

فرکانس زاویه ای :     𝜔𝑛 = (
𝑘

𝑚
+

𝑔

𝑙
)

فرکانس طبیعی  :        𝑓𝑛 =
𝜔𝑛

2𝜋

 𝜃 +
𝑘

𝑚
+

𝑔

𝑙
𝜃 = 0 :معادله حرکت 



بررسی معادلات حرکت ؟: مثال •

• 𝐾2فنر پیچشی فنر پیچشی    𝐾2

• ℓ,𝑀 ( میله ها دارای جرم اند)

• ℓ,𝑀 𝜃

• 𝜃

• 𝐾1 m        x                                            𝐾1 m        x

• (اتصال پین) (اتصال جوش)

وهم از دینامیک به یاد داریم انرژی جنبشی جسم صلبی که هم دارای حرکت انتقالی است: یادآوری•

دارای حرکت دورانی، از رابطه زیر بدست می آید؛•

• 𝑇𝐺 =
1

2
𝑚𝑉𝐺

2 +
1

2
𝐼𝜔2

• وهمچنین                                                           & ;   𝐼𝑜 = 𝐼 +𝑚𝑑2

• 𝑇𝑜 =
1

2
𝐼𝑜𝜔

2



دوران وقتی یک دیسک را به وسیله پین به میله متصل می کنیم،در حرکت دورانی دیسک:نکته •

.ولی اگر دیسک را با جوش به میله متصل کنیم، آنگاه حرکت دورانی نیز خواهد داشت.نمیکند•

انرژی پتانسیل فنر پیچشی از رابطه زیر بدست می آید؛:نکته 

بنابر این داریم ؛

𝑇(پین) =
1

2
𝑀(

𝑙

2
 𝜃)2+

1

2
(
1

12
𝑀𝑙2)  𝜃2 +

1

2
𝑚(𝑙  𝜃)2+

1

2
𝐼𝜔2

𝑇(جوش) = ˶ + ˶ + ˶ +
1

2
(
1

2
𝑚𝑟2)  𝜃2

𝑈𝑘 =
1

2
𝑘1(𝑙𝜃)

2 +
1

2
𝑘2𝜃

2

𝑈𝑚𝑔 = 𝑀𝑔
𝑙

2
1 − cos 𝜃 + 𝑚𝑔𝑙(1 − cos 𝜃)

𝑑

𝑑𝑡
𝑇 + 𝑈𝑘 + 𝑈𝑚𝑔 = 0 ….

فنر پیچشی ;  𝑈𝑘 =
1

2
𝑘𝜃2



𝐼𝐺لختی دورانی میله همگن حول مرکز جرم ( -1:نکته  =
1

12
𝑀𝑙2

𝐼𝑜یک لبه˶      ˶       ˶      ˶      ˶   (-2 =
1

3
𝑀𝑙2

𝐼𝐺(مرکز جرم)دیسک همگن حول محور دیسک˶   ˶      (  -3 =
1

2
𝑚𝑟2

𝐼𝑜لبه دیسکدیسک همگن حول ˶      ˶    ( -4 =
3

2
𝑚𝑟2



فرکانس (غلتش بدون لغزش .) میغلتدRبرروی یک سطح نیم دایره به شعاع  rدیسکی به شعاع : مثال •

.طبیعی نوسانات دیسک را بدست آورید•

از تغییرات 𝜔در این حالت برای تعیین •

;وضعیت یک خط فرضی روی دیسک کمک می گیریم 

𝜃خلاف جهت ( 𝜑)چون دوران دیسک حول خودش •

یعنی. است،سرعت دورانی دیسک کم می شود•

• 𝜔 =  𝜑 −  𝜃

چون غلتش بدون لغزش است؛

r𝜑 = 𝑅𝜃

𝜑 =
𝑅

𝑟
𝜃  𝜑 =

𝑅

𝑟
 𝜃 𝜔 =

𝑅

𝑟
 𝜃 −  𝜃 𝜔 = (

𝑅

𝑟
− 1)  𝜃

:𝜔تشخیص روش دیگر برا ی

𝜃 براساس ; 𝑉𝐺دیسک = (𝑅 − 𝑟)  𝜃 دیسک𝑉𝐺     ;همچنین براساس دوران مطلق = 𝑟𝜔 𝜔 = (
𝑅

𝑟

− 1)  𝜃

R

r

𝜃

𝜑

𝜃

A



𝑈:صرفاً داریم Uبرای  = 𝑈𝑚𝑔

𝑈 = 𝑚𝑔 𝑅 − 𝑟 − (𝑅 − 𝑟) cos 𝜃 𝑈 = 𝑚𝑔(R − r)(1 − cos 𝜃)

رفاً تماس با سطح صویا حول نقطه .انتقالی دارد وهم دورانیهم حرکت دیسک برای انرژی جنبشی ، و 

.دوران مطلق دارد

𝑇 =
1

2
𝑚𝑉𝐺

2 +
1

2
𝐽𝜔2 یا 𝑇 =

1

2
𝐽𝐴𝜔

2

•

• 𝑇 =
1

2
𝐽𝐴𝜔

2 𝑇 =
1

2
𝐽𝐴(

𝑅

𝑟
− 1)2  𝜃2

•
𝑑

𝑑𝑡
𝑇 + 𝑈 = داریم                                                                                         0

•
𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝐽𝐴(

𝑅

𝑟
− 1)2  𝜃2 +𝑚𝑔(𝑅 − 𝑟)(1 − cos 𝜃) = 0

• 𝐽𝐴(
𝑅

𝑟
− 1)2  𝜃  𝜃 + 𝑚𝑔 𝑅 − 𝑟 sin 𝜃  𝜃 = 0 sin 𝜃 ≈ 𝜃



• 𝐽𝐴(
𝑅

𝑟
− 1)2  𝜃  𝜃 + 𝑚𝑔 𝑅 − 𝑟 𝜃  𝜃 = 0

• 𝐽𝐴(
𝑅

𝑟
− 1)2  𝜃 + 𝑚𝑔 𝑅 − 𝑟 𝜃 = 0

•  𝜃 +
𝑚𝑔 𝑅−𝑟

𝐽𝐴(
𝑅

𝑟
−1)2

𝜃 = 0 :معادله حرکت سیستم

•
𝑚𝑔 𝑅−𝑟

𝐽𝐴(
𝑅

𝑟
−1)2

= 𝜔𝑛
2 و (𝐽𝐴 =

3

2
𝑚𝑟2)

• 𝜔𝑛
2 =

𝑚𝑔 𝑅−𝑟
3

2
𝑚 𝑟2(

𝑅

𝑟
−1)2

=
𝑚𝑔 𝑅−𝑟

3

2
𝑚 𝑟2

(𝑅−𝑟)2

𝑟2

=
2𝑔

3 (𝑅−𝑟)

• 𝜔𝑛 =
2𝑔

3 (𝑅−𝑟)
(فرکانس زاویه ای)

• 𝑓𝑛 =
𝜔𝑛

2𝜋
= ⋯ (فرکانس طبیعی)



.آوریدبدست زیر معادله حرکت و فرکانس طبیعی را در سیستم : مثال•

: (حل

چنانچه هریک.) درجه آزادی است1از ظاهر مسئله درمیابیم سیستم از نوع * 

.(از دو فنر را نگه داریم، سیستم هیچ گونه حرکتی نخواهد داشت

:از دینامیک و به کمک شکل مقابل داریم

𝑥 = 2𝑟𝜃 𝑥𝐺 = 𝑟𝜃 𝜃 =
𝑥

2𝑟

𝑇𝑚 =
1

2
𝑚  𝑥2

𝑇𝑑𝑖𝑠𝑐 =
1

2
𝐽𝑜𝜔

2 =
1

2
(
3

2
𝑀𝑟2)(

 𝑥

2𝑟
)2 &      𝑈 = 𝑈𝑘 =

1

2
𝑘1𝑥

2 +
1

2
𝑘2(

𝑥

2
)2

𝑑

𝑑𝑡
𝑇 + 𝑈 = 0

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝑚  𝑥2 +

1

2
(
3

2
𝑀𝑟2)(

 𝑥

2𝑟
)2 +

1

2
𝑘1𝑥

2 +
1

2
𝑘2(

𝑥

2
)2 = 0

𝑚  𝑥  𝑥 +
3

8
𝑀  𝑥  𝑥 + 𝑘1  𝑥𝑥 +

1

4
𝑘2  𝑥𝑥 = 0

𝑘1

𝑘2

𝑚

𝜃𝑥

2𝑥

𝑜

𝑀



• 𝑚+
3

8
𝑀  𝑥 + 𝑘1 +

𝑘2

4
𝑥 = 0

•  𝑥 +
𝑘1+

𝑘2
4

𝑚+
3

8
𝑀

𝑥 = 0 :معادله حرکت 

• 𝜔𝑛 =
𝑘1+

𝑘2
4

𝑚+
3

8
𝑀

فرکانس طبیعی

رفته و فرض کنید جرمی را بدون اینکه اثر آن در فنر ظاهر شده باشد به فنری آویزان و آن را گ: تمرین•

اتیکی معادله حرکت سیستم را استخراج و آن را با زمانی که سیستم را آرام آرام به تعادل است. رها کنیم

(8شکل در صفحع .)کنیدرسانده ایم و سپس از تعادل خارج کرده ایم مقایسه 

𝛿𝑠𝑡: در این حالت جابجایی را نسبت به طول آزاد فنر می سنجیم ولذا داریم( حل• = 0

• 𝑇 =
1

2
𝑚  𝑥2 ,            𝑈𝑘 =

1

2
𝑘𝑥2 ,         𝑈𝑚𝑔 = −𝑚𝑔𝑥



•
𝑑

𝑑𝑡
𝑇 + 𝑈𝑘 + 𝑈𝑚𝑔 = 0

• 𝑚  𝑥  𝑥 + 𝑘  𝑥 − 𝑚𝑔  𝑥 = 0  𝑥 +
𝑘

𝑚
𝑥 = 𝑚𝑔

؛روش نیوتن برای استخراج معادلات•

خشک( -1

•

ترمو الاستیک( -2•

:میرایی •

ویسکو الاستیک( -3•

ویسکاز( -4•

𝑐).با سرعت جسم کم می کند( متناسب )دمپر انرژی را با نرخ :نکته•  𝑥)  

𝑥 𝑐  𝑥 𝑘𝑥𝑐



استفاده در این حالت چون اصل بقای انرژی صادق نیست،لذا از قوانین نیوتن حاکم بر معادلات حرکت•

.می کنیم

در حالت کلی داریم؛ •

•  𝐹𝑥 = 𝑚𝑎𝑥

•  𝐹𝑦 = 𝑚𝑎𝑦

•  𝑀𝐺 = [𝐼𝛼 + 𝑚𝑎𝐺 . 𝑑] = 𝐼𝑜𝛼

• نقطه دوران 

.حال معادله حرکت را برای شکل فوق تعیین میکنیم•

•  𝐹𝑥 = 𝑚  𝑥 −𝑐  𝑥 − 𝑘𝑥 = 𝑚  𝑥 𝑚  𝑥 + 𝑐  𝑥 + 𝑘𝑥 = 0

• 𝑥 معادله حرکت؛       +
𝑐

𝑚
 𝑥 +

𝑘

𝑚
𝑥 = 0



بر جاده ای  که به صورت سینوسی مدل شده است، حرکت کند vبا سرعت خودرویی اگر : مثال•

.معادله حرکت آن را محاسبه کنید

• 𝑣 =
𝑙

𝑇

•  𝐹𝑥 = 𝑚𝑎𝑥 −𝑐  𝑥 −  𝑦 − 𝑘 𝑥 − 𝑦 = 𝑚  𝑥

• 𝑚  𝑥 + 𝑐  𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑐  𝑦 + 𝑘𝑦 معادله حرکت

𝑦 = 𝑦0 sin(𝜔𝑛𝑡) = 𝑦0 sin(
2𝜋

𝑇
𝑡) = 𝑦0 sin(

2𝜋
𝑙

𝑣

𝑡) = 𝑦0 sin(
2𝜋𝑣

𝑙
𝑡)

𝑙

𝑦

𝑦0𝑥

𝑥

𝑐(  𝑥 −  𝑦) 𝑘(𝑥 − 𝑦)



.معادله حرکت و فرکانس طبیعی سیستم را تعیین کنید: مثال•

•

چون وزن میله بر وضعیت فنر اثر میگذارد،وزن رادر )•

(نظر نمی گیریم•

• 𝐹𝑘 = 𝑘𝑥 = 𝑘 𝑎 sin 𝜃 = 𝑘𝑎𝜃

• 𝐹𝑑 = 𝑐  𝑥 = 𝑐(𝑙  𝜃)

.میگیریم𝜃جهت مثبت گشتاور را در جهت افزایش *•

•  𝑀𝑜 = 𝐼𝑜𝛼 −𝑘𝑎𝜃 𝑎 cos 𝜃 − 𝑐𝑙  𝜃 𝑙 cos 𝜃 = (
1

3
𝑚𝑙2)  𝜃 cos 𝜃 ≈ 1

•
1

3
𝑚𝑙2  𝜃 + 𝑐𝑙2  𝜃 + 𝑘𝑎2𝜃 = 0  𝜃 + (

3𝑐

𝑚
 )𝜃 +

𝑘𝑎2

1

3
𝑚𝑙2

𝜃 = 0 معادله حرکت

• 𝜔𝑛 =
𝑘𝑎2

1

3
𝑚𝑙2

𝜃

𝑙,m

𝑎

𝑘𝑐

𝑘𝑎𝜃𝑐𝑙  𝜃

𝑀

𝑜



.(استmجرم میله ها قابل چشم پوشی وجرم وزنه ها .) معادله حرکت وفرکانس طبیعی را بیابید: مثال•

•  𝑀𝑜 = 𝐼𝑜𝛼

𝑘

𝑘 𝑘

𝑘

𝑘

𝜃

𝜃

𝜃

𝑘𝑎𝜃

𝑎

𝑎 𝑎

𝑘𝑎𝜃

𝑘𝑎𝜃

𝑚𝑔

𝑚𝑔 sin 𝜃

𝑘

𝑜

𝑜

𝑜



• −𝑘𝑎𝜃 𝑎 − 𝑘𝑎𝜃 𝑎 − 𝑘𝑎𝜃 𝑎 +𝑚𝑔 sin𝜃 𝑎 = 𝐼𝑜  𝜃

• sin 𝜃 ≈ 𝜃 وداریم 𝐽𝑜 = 𝐽 +𝑚𝑎2 = 𝑚𝑎2

• −3𝑘𝑎2𝜃 + 𝑚𝑔𝑎𝜃 = (𝑚𝑎2 + 2𝑚𝑎2+𝑚𝑎2)  𝜃

•  𝜃 +
3𝑘𝑎2−𝑚𝑔𝑎

3𝑚𝑎2
𝜃 = 0

.حل کنید( M)مثال فوق را با در نظر گرفتن جرم میله ها: تمرین•

(.از اصطکاک صرفنظر کنید)معادله حرکت سیستم را استخراج کنید: مثال•

𝜔𝑛
2

𝜃
𝑘

𝑥 = 𝑥0 sin𝜔𝑡

𝑀2

𝑀1

𝑙

جوش



• 𝑎𝑡 = 𝐼𝛼 𝑎𝑡 = 𝐼  𝜃

• &    𝑎𝐴 = 𝑎𝑜 + 𝑎  𝐴 𝑜

• 𝑎𝑛 = 𝑟𝜔2 𝑎𝑛 = 𝑙  𝜃2

•

•  𝐹𝑥 =  𝑖=1
2 𝑀𝑖𝑎𝑖  𝑀𝑜 = 𝐼𝛼 +𝑀2𝑎. 𝑑 = 𝑀2𝑙  𝜃 𝑙 + (𝑀2  𝑥 cos 𝜃)𝑙

• −𝑘𝜃 −𝑀2𝑔 sin 𝜃 . 𝑙 = 𝑀2𝑙
2  𝜃 + 𝑀2𝑙  𝑥 cos 𝜃

• 𝑀2𝑙
2  𝜃 + 𝑘𝜃 +𝑀2𝑔𝑙𝜃 = −𝑀2𝑙  𝑥 = 𝑀2𝑙𝑥0𝜔

2 sin𝜔𝑡

•  𝜃 +
𝑘

𝑀2𝑙
2 +

𝑔

𝑙
𝜃 =

𝑥0𝜔
2

𝑙
sin𝜔𝑡

𝑜

𝐴

𝜃

(جرم متمرکز است)

𝜔𝑛
2



بررس ی رفتار سیستم تحت ارتعاش آزاد میرا؛

.اکنون می خواهیم پاسخ معادله دیفرانسیل حرکت را بدست آوریم

 𝑥 +
𝑐

𝑚
 𝑥 +

𝑘

𝑚
𝑥 = 0

:در معادله فوق  تعریف می کنیم 

𝑘

𝑚
= 𝜔𝑛

2

𝑐

𝑚
= 2𝜁𝜔𝑛 نسبت میرایی استاندارداست                               𝜁ویسکوزومیرایی ضریب  c که

له مشخصه با استفاده از معاد.استفوق یک معادله دیفرانسیل خطی مرتبه دو همگن با ضرایب ثابت معادله 

داریم؛

𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑛 𝑠 + 𝜔𝑛
2 = 0



• 𝑆1,2 =
−2𝜁𝜔𝑛± 4𝜁2𝜔𝑛

2−4𝜔𝑛
2

2
= −𝜁𝜔𝑛 ± 𝜁2 − 1 𝜔𝑛

𝜁اگر   ( -1• > .سیستم تندمیرا؛1

• 𝑆1 = −𝜁𝜔𝑛 + 𝜁2 − 1 𝜔𝑛

• 𝑖𝑓 𝜁 > 1 ∶ دوریشه حقیقی متمایز

• 𝑆2 = −𝜁𝜔𝑛 − 𝜁2 − 1 𝜔𝑛

در معادلات دیفرانسیل با ضرایب ثابت؛: یاد آوری •

• 𝑥 𝑡 = 𝑐1𝑒
𝑠1𝑡 + 𝑐2𝑒

𝑠2𝑡 = 𝑐1𝑒
(−𝜁𝜔𝑛+ 𝜁2−1 𝜔𝑛𝑡) + 𝑐2𝑒

(−𝜁𝜔𝑛− 𝜁2−1 𝜔𝑛𝑡)

• 1−) پاسخ به صورت نمایی

• بررسی فیزیکی ;

• 2−) 𝑖𝑓 𝑡 ∞ 𝑥(𝑡) 0
به این پاسخ پاسخ

.فوق میرا میگویند



𝜁اگر    ( -             2 = .؛   میرای بحرانی1

•

• 𝑖𝑓 𝜁 = 1 ∶ 𝑆1 = 𝑆2 = −𝜔𝑛 یک ریشه مضاعف

•

جواب به صورت نمایی

  ;بررسی فیزیکی

𝑡 → ∞ 𝑥 → 0

𝑥 𝑡 = 𝐶1𝑒
𝑠1𝑡 + 𝐶2𝑒

𝑠2𝑡 پاسخ      

𝑥 𝑡 = 𝐶1𝑒
−𝜔𝑛𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒

−𝜔𝑛𝑡 پاسخ   

𝑥(0)

𝑡

 𝑥 0 > 0

 𝑥 0 = 0

 𝑥 0 < 0

𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡)

𝑡



𝜁اگر   (:  -3 < کندمیرا:  1

𝑆1 = −𝜁𝜔𝑛 + 1 − 𝜁2 𝜔𝑛𝑖

𝑖𝑓 𝜁 < 1 دو ریشه مختلط

𝑆2 = −𝜁𝜔𝑛 − 1 − 𝜁2 𝜔𝑛𝑖

𝑎 ± 𝑏𝑖 = 𝑒𝑎𝑡 𝐶1 sin 𝑏𝑡 + 𝐶2 cos 𝑏𝑡 = 𝑒𝑎𝑡 [𝐶 sin 𝑏𝑡 + 𝜓 ]

𝑥 𝑡 = 𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡 [ 𝐶1 sin( 1 − 𝜁2𝜔𝑛𝑡) + 𝐶2 cos( 1 − 𝜁2 𝜔𝑛𝑡) ]

یا 𝑥 𝑡 = 𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡 [𝐴 sin 1 − 𝜁2 𝜔𝑛𝑡 + 𝜓 ]

.پاسخ ترکیبی از سینوسی و نمایی است

بررسی فیزیکی 𝑖𝑓 𝑡 → ∞ ; 𝑥(𝑡) → 0

فرکانس نوسانات   
1−𝜁2 𝜔𝑛

𝜔𝑑
.  است

از شرایط اولیه



•

• 𝜔𝑑 = 1 − 𝜁2 𝜔𝑛

• 𝜔𝑑 =
2𝜋

𝜏
𝜏 =

2𝜋

𝜔𝑑

•
𝑋1

𝑋2
=

𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡 [𝐴 sin( 1−𝜁2 𝜔𝑛𝑡+𝜓)]

𝑒−𝜁𝜔𝑛(𝑡+𝜏)[𝐴 sin( 1−𝜁2 𝑡+𝜏 𝜔𝑛+𝜓)]

𝑥(𝑡)

𝑋

𝑥1 𝑥2

دامنه در حال کاهش

𝑋𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡

𝑡

کند میرا

(میرای نوسانی)

𝑋𝑠𝑖𝑛(𝜓)

𝜏 =
2𝜋

𝜔𝑑

𝑥 0 > 0

∗



رسیده و داریم؛1به عدد sinپس ماکزیمم دامنه هستند،𝑥2و𝑥1چون •

•
𝑥1

𝑥2
= 𝑒𝜁𝜔𝑛𝑡 = 𝑒

𝜁𝜔𝑛
2𝜋

𝜔𝑑 = 𝑒

𝜁𝜔𝑛
2𝜋

1−𝜁2 𝜔𝑛

•
𝑥1

𝑥2
= 𝑒

2𝜋𝜁

1−𝜁2
ln

𝑥1

𝑥2
=

2𝜋𝜁

1−𝜁2
≅ 2𝜋𝜁

•

است که مقدار آن برابر است با؛𝜔𝑑در این حالت فرکانس نوسانات سیستم،*•

• 𝜔𝑑 = 1 − 𝜁2 𝜔𝑛

(𝜁 ≪ 1)

𝑥 𝑡 = 𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡[𝐶1 sin 1 − 𝜁2 𝜔𝑛𝑡 + 𝐶2 cos 1 − 𝜁2 𝜔𝑛𝑡 ]

پاسخ                                                                                                       

= 𝑋𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡[sin( 1 − 𝜁2 𝜔𝑛𝑡 + 𝜓)]



.در نوسانات میرا،پریود نوسان بیشتر از حالتی است که سیستم میرایی ندارد•

• 𝑇𝑛 =
2𝜋

𝜔𝑛

• 𝑇𝑑 > 𝑇𝑛

• 𝑇𝑑 =
2𝜋

𝜔𝑑
=

2𝜋

1−𝜁2 𝜔𝑛

کاهش لگاریتمی؛•

ضوع را به صورت واین م.همچنین در این حالت دامنه نوسان در هر سیکل اندکی کاهش می یابد•

.لگاریتم طبیعی نسبت هر دو دامنه متوالی تعریف می کنند

• 𝛿 = ln
𝑋1

𝑋2
= ln

𝑋𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡1[sin(𝜔𝑑𝑡1+𝜓)]

𝑋𝑒−𝜁𝜔𝑛(𝑡1+𝑇𝑑)[sin(𝜔𝑑(𝑡1+𝑇𝑑)+𝜓]
= 𝜁𝜔𝑛𝑇𝑑

• = 𝜁𝜔𝑛
2𝜋

1−𝜁2 𝜔𝑛
𝛿 =

2𝜋𝜁

1 − 𝜁2



𝑥پاسخ یک سیستم به صورت : مثال • 𝑡 = 2𝑒−5𝑡 + 𝑡𝑒−5𝑡خصوصیات سیستم را .است

(m=1kg).شناسایی کنید•

.پاسخ شبیه به حالت میرای بحرانی است( حل •

• 𝜔𝑛 = 5
𝑘

𝑚
= 5 𝑘 = 5 𝑘 = 25(  𝑁 𝑚) 𝜁 = 1

•
𝐶

𝑚
= 2𝜁𝜔𝑛 𝐶 = 2 × 1 × 5 = 10(𝐻𝑧)

• 𝐶1 = 2

• 𝑥 𝑡 = 2𝑒−5𝑡 + 𝑡𝑒−5𝑡 = 𝐶1𝑒
−𝜔𝑛𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒

−𝜔𝑛𝑡

• 𝐶2 = 1

•  𝑥 0 = ,        𝑥 0 = 2

𝑥فرض کنید پاسخ یک سیستم به صورت : مثال • 𝑡 = 2𝑒−5𝑡 + 3𝑒−2𝑡خصوصیات سیستم .است

𝑚).را شناسایی کنید• = 1𝑘𝑔)



.پس نوسان از نوع تندمیراست.دو عدد حقیقی مجزااست𝑆1&𝑠2))پاسخ •

• 𝑆1 = −𝜁𝜔𝑛 + 𝜁2 − 1 𝜔𝑛 = −2

•

• 𝑆2 = −𝜁𝜔𝑛 − 𝜁2 − 1 𝜔𝑛 = −5

• −2𝜁𝜔𝑛 = −7 (mمعلوم)                       𝜔𝑛

•
5

2
=

−𝜁𝜔𝑛+ 𝜁2−1 𝜔𝑛

−𝜁𝜔𝑛− 𝜁2−1 𝜔𝑛
𝜁

منحرف °30هنگامی که درب به اندازه .یک درب متصل به یک دمپر و فنر پیچشی است: مثال •

اگر ممان اینرسی درب حول .قرار می گیرد°10می شود،پس از طی یک سیکل کامل در وضعیت •

.را تعیین کنید𝐶,𝑘&𝜁باشد،14لولا •

10°
30°



•  𝑀𝑜 = 𝐽𝛼 −𝑘𝜃 − 𝑐  𝜃 = 𝐽  𝜃

• 𝐽  𝜃 + 𝑐  𝜃 + 𝑘𝜃 = 0

lnحرکت کندمیراست•
𝑋1

𝑋2
=

2𝜋𝜁

1−𝜁2

• ln
30

10
= ln3 =

2𝜋𝜁

1−𝜁2
(ln 3)2= (

2𝜋𝜁

1−𝜁2
)2 ln 3 2. 1 − 𝜁2 = 4𝜋2𝜁2

• 4𝜋2 + ln32 . 𝜁2 = ln 3 2 𝜁

• 𝑇𝑑 =
2𝜋

𝜔𝑑
1.5 =

2𝜋

1−𝜁2.𝜔𝑛
𝜔𝑛

• 𝜔𝑛 =
𝑘

𝐽
𝑘

10°
30°

𝑘𝜃
𝑐  𝜃

o



•

• 𝑗  𝜃 + 𝐶  𝜃 + 𝑘𝜃 = 0

•  𝜃 + 2𝜁𝜔𝑛
 𝜃 + 𝜔𝑛

2𝜃 = 0

•
𝐶

𝑗
= 2𝜁𝜔𝑛 C

• C=10.489

( :2فصل )تمرین •

•5-6–10-11-14-16-21-24-25-32-41-42-44-50-53-55



•

معادل کردن یک سیستم؛•

•

• 𝑇 =
1

2
𝑚  𝑥2 𝑈 =

1

2
𝑘(

𝑥

2
)2

•
𝑑

𝑑𝑡
𝑇 + 𝑈 = 0  𝑥 +

𝑘

4𝑚
𝑥 = 0

•

m

𝑟

𝑘

𝑘𝑒𝑞 =
𝑘

4𝑚

𝑚𝑒𝑞 = 1



معادل سازی ؛•

(  𝐾𝑒𝑞تعیین ) مساوی قرار دادن جابجایی ها : روش اول •

• 𝛿𝑠𝑡 =
𝑃𝑙3

3𝐸𝐼
=

𝑃

𝑘𝑒𝑞
𝑘𝑒𝑞 =

3𝐸𝐼

𝑙3

• 𝜃 =
𝑇𝑙

𝐺𝐽
𝜃 =

𝑇

𝑘𝑒𝑞
𝑘𝑒𝑞 =

𝐺𝐽

𝑙

𝑚
𝐿 , 𝐸,𝐼

میله بدون جرم ≡
𝑚𝑒𝑞

𝑘𝑒𝑞

𝑇𝐺, 𝐽

≡
𝑘𝑒𝑞

𝑗



•

• 𝛿 =
𝑃𝑙

𝐴𝐸
𝛿 =

𝑃

𝑘𝑒𝑞
𝑘𝑒𝑞 =

𝐴𝐸

𝑙

برابر قرار دادن انرژی ها: روش دوم •

•
1

2
𝑘𝑒𝑞𝑥

2 =  𝑖=1
𝑛 1

2
𝑘i𝑥𝑖

2

•
1

2
𝑀𝑒𝑞  𝑥2 =  𝑖=1

𝑛 1

2
𝑚i  𝑥𝑖

2

•
1

2
𝐶𝑒𝑞  𝑥2 =  𝑖=1

𝑛 1

2
𝑐i  𝑥𝑖

2

.بدست آورید𝑚1معادل سیستم زیر را در محل جرم : مثال •

𝑚 p ≡ 𝑚
𝑘𝑒𝑞

𝐸, 𝑙. 𝐴



(حل •

• 𝜃 =
𝑥

𝑟

• 𝑇𝑒𝑞 = 𝑇کل =
1

2
𝑚1  𝑥2 +

1

2
𝑚2(𝑟  𝜃)2+

1

2
𝐼𝑜  𝜃2

• 𝑇𝑒𝑞 =
1

2
𝑚1  𝑥2 +

1

2
𝑚2𝑟

2(
 𝑥

𝑟
)2+

1

2
𝐼𝑜(

 𝑥

𝑟
)2=

1

2
𝑀𝑒𝑞  𝑥2

𝑘2

𝑚1

𝑐

𝑘1

𝑥

𝑚2 , 𝐼𝑜

𝑟

𝑜

𝑚𝑒𝑞

𝑘𝑒𝑞

𝑐𝑒𝑞

𝑥

𝑥
𝜃

𝑎



•

• 𝑀𝑒𝑞 = 𝑚1 +𝑚2 +
𝐼𝑜

𝑟2

• 𝑈 =
1

2
𝑘1𝑥

2 +
1

2
𝑘2[ 𝑟 + 𝑎 𝜃]2=

1

2
𝑘1𝑥

2 +
1

2
𝑘2 𝑟 + 𝑎 2 𝑥2

𝑟2
=

1

2
𝑘𝑒𝑞𝑥

2

• 𝑘𝑒𝑞 = 𝑘1 +
𝑘2+(𝑟+𝑎)

2

𝑟2

•
1

2
𝐶𝑒𝑞  𝑥2 =

1

2
𝐶  𝑥2 𝐶𝑒𝑞 = 𝐶

.بدست آوریدAمعادل سیستم زیر را در محل : تمرین 



•

• 𝑥 = 2𝑟𝜃

• 𝑈𝑘 =
1

2
𝑘1𝑥

2 +
1

2
𝑘2(

𝑥

2
)2=

1

2
[𝑘𝑒𝑞]𝑥

2

• 𝑘𝑒𝑞 = 𝑘1 +
𝑘2

4

• 𝑇 =
1

2
𝑀(

 𝑥

2
)2+

1

2
𝐽(

 𝑥

2𝑟
)2+

1

2
𝑚(

 𝑥

2
)2=

1

2
𝑚𝑒𝑞  𝑥2

1

2
𝐶𝑒𝑞  𝑥2 =

1

2
𝐶1(

 𝑥

2
)2

• 𝐶𝑒𝑞 =
1

4
𝐶1 𝜔𝑛 =

𝐾𝑒𝑞

𝑚𝑒𝑞

𝐴

𝑚

𝐶

𝑘1

𝑘2

𝑟

≡
𝑀𝑒𝑞

𝐾𝑒𝑞

𝑥

𝑗
𝑀

𝑥

𝑥

2𝑟
𝑥

2𝑥
𝜃



جرم معادل یک فنر جرم دار؛•

m: جرم فنر •

𝑙: طول فنر •

𝑝p: واحد طول فنر جرم  =
𝑚

𝑙

s: فاصله از سقف 

ds: طول المان •

𝑝𝑑𝑠: جرم المان •

: سرعت المان •
𝑠

𝑙
 𝑥

• انرژی جنبشی المان 𝑑𝐾 =
1

2
(𝑚𝑒𝑙)(  𝑥𝑒𝑙)

2 =
1

2
(
𝑚

𝑙
𝑑𝑠)(

𝑠

𝑙
 𝑥)2 =

1

2

𝑚  𝑥2

𝑙3
𝑠2𝑑𝑠

• انرژی جنبشی ذخیره شده در کل فنر  𝐾 =  0
𝑙 1

2

𝑚  𝑥2

𝑙3
𝑠2𝑑𝑠 =

1

2

𝑚  𝑥2

𝑙3
 0
𝑙
𝑠2𝑑𝑠 =

1

2

𝑚  𝑥2

𝑙3
𝑙3

3

• =
1

2

𝑚

3
 𝑥2

𝑀

𝑘, 𝑙,𝑚

𝑚𝑒𝑓𝑓فنر =
𝑚

3

𝑠

𝑑𝑠

𝑥 ,  𝑥



مثل این است که تنها.نیست𝑥 بنا بر این وقتی المان های فنر حرکت می کنند،سرعت همه آنها •

•
1

3
.است𝑥 جرم فنر دارای سرعت 

لذا انرژی جنبشی کل سیستم به قرار زیر است؛•

• 𝐾𝑡𝑜𝑡 =
1

2
𝑀  𝑥2 +

1

2

𝑚

3
 𝑥2 𝐾𝑡𝑜𝑡 =

1

2
𝑀 +

𝑚

3
 𝑥2

فنر های سری و موازی ؛•

ود یا اینکه در فنر های موازی اگر سختی یکی از فنرها را به بینهایت برسانیم، سیستم باید قفل ش•

.هر دو فنر جابجایی یکسانی را حس کنند•

𝑘1

𝑘2

𝑀

موازی

𝑀

𝑘1 𝑘2

موازی



موازی ؛•

• ≡

•
𝐹

𝑘𝑒𝑞
=

𝐹

𝑘1+𝑘2
𝑘𝑒𝑞 = 𝑘1 + 𝑘2

•       ;روش انرژی
1

2
𝑘1𝑥

2 +
1

2
𝑘2𝑥

2 =
1

2
𝑘𝑒𝑞𝑥

2 𝑘𝑒𝑞 = 𝑘1 + 𝑘2

سری

𝑘1

𝑘2

𝑘3

موازی

سری

𝑘1

𝑘2
𝑘𝑒𝑞



سری؛•

𝐹

𝑘𝑒𝑞
=

𝐹

𝑘1
+

𝐹

𝑘2

1

𝑘𝑒𝑞
=

1

𝑘1
+

1

𝑘2

جرم موثر.قرارگرفته است𝑀با تکیه گاه ساده جرم متمرکز 𝑚𝑑در وسط یک تیر به جرم : مثال 

.سیستم را در وسط تیر ونیز فرکانس طبیعی اصلی را تعیین کنید

𝛿 =
𝑃𝑙3

48𝐸𝐼
𝑃 =

48𝐸𝐼

𝑙3
. 𝛿 (𝑃 = 𝑘. 𝛿) 𝑘 =

48𝐸𝐼

𝑙3

𝑘1 𝑘2

≡

𝑘𝑒𝑞

𝑀

𝑙

2

𝑙

2

𝑥

𝑃

𝛿



اگر جرم تیر را در نظر نگیریم و آنرا اندکی پایین کشیده و رها کنیم؛

𝜔𝑛 =
𝑘

𝑚
=

48𝐸𝐼

𝑀𝑙3

حال اگر جرم تیر را نیز لحاظ کنیم؛

از مقاومت مصالح داریم

𝑦       ;خیز تیر 𝑥 = 𝑦𝑚𝑎𝑥 . [
3𝑥

𝑙
− 4

𝑥

𝑙

3
] 0 ≤ 𝑥 ≤

𝑙

2
(𝑦𝑚𝑎𝑥 =

𝑃𝑙3

48𝐸𝐼
)

با x.)از مبدأ بدست می آیدxبا مشتق گیری از رابطه فوق نسبت به زمان،سرعت هر المان به فاصله 

!(زمان تغییر نمی کند

 𝑦 𝑥 =  𝑦𝑚𝑎𝑥 . [
3𝑥

𝑙
− 4

𝑥

𝑙

3
] 0 ≤ 𝑥 ≤

𝑙

2

از مبدأ؛xوبه فاصله dxانرژی جنبشی ذخیره شده در المانی به طول 

𝑑𝐾 =
1

2
𝑑𝑚 𝑉2 =

1

2

𝑚

𝑙
𝑑𝑥 {  𝑦𝑚𝑎𝑥[

3𝑥

𝑙
− 4

𝑥

𝑙

3
]}2



انرژی ذخیره شده در کل تیر ؛.مقدار فوق مربوط به نصف تیر است•

• 𝐾 = 2 ×  0

𝑙

2
1

2

𝑚

𝑙
(  𝑦𝑚𝑎𝑥)

2 (
9𝑥2

𝑙2
+

16𝑥6

𝑙6
−

24𝑥4

𝑙4
) 𝑑𝑥

• =
𝑚

𝑙
(  𝑦𝑚𝑎𝑥)

2 9𝑥3

3𝑙2
+

16𝑥7

7𝑙6
−

24𝑥5

5𝑙4

 𝑙 2
0 = m(  𝑦𝑚𝑎𝑥)

2[0.485]

𝐾 =
1

2
𝑀𝑒𝑓𝑓𝑉

2 m(  𝑦𝑚𝑎𝑥)
2 0.485 =

1

2
[0.485𝑚 ]  𝑦𝑚𝑎𝑥

2

𝑀𝑒𝑓𝑓 = 0.485𝑚 𝜔𝑛 =
48𝐸𝐼

(𝑀+0.485𝑚)𝑙3

حل به روش دیگر؛



• 𝑀 =
𝑃

2
𝑥 𝐸𝐼

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑃

2
𝑥 𝐸𝐼

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑃

4
𝑥2 + 𝑐1

• 𝐸𝐼𝑦 𝑥 =
𝑃

12
𝑥3 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2

• 𝐵. 𝐶. 1 ; |𝑦=0
𝑥=0 𝑐2 = 0

• 𝐵. 𝐶. 2 ; |𝑑𝑦
𝑑𝑥
=0

𝑥=  𝑙 2 𝑐1 = −
𝑃𝑙2

16

• 𝑦 𝑥 = (
1

𝐸𝐼

𝑃

12
𝑥3 −

1

𝐸𝐼

𝑃𝑙2

16
𝑥)

𝑃

𝛿

𝑥

𝑣

𝑀

𝑅1 =
𝑃

2

𝑥



• ( 𝐹 = 𝑘𝑦 ) 𝑃 = 𝑘𝛿 𝑦𝑚𝑎𝑥 =
𝑃𝑙3

48𝐸𝐼

• 𝑃 = 𝑘.
𝑃𝑙3

48𝐸𝐼
𝑘 =

48𝐸𝐼

𝑙3

• 𝑦 𝑥 =
𝑦𝑚𝑎𝑥

𝑦𝑚𝑎𝑥
(
1

𝐸𝐼

𝑃

12
𝑥3 −

1

𝐸𝐼

𝑃𝑙2

16
𝑥)

• 𝑦 𝑥 = 𝑦𝑚𝑎𝑥
𝑃𝑥3

12𝐸𝐼

1

𝑦𝑚𝑎𝑥
−

𝑃𝑙2𝑥

16

1

𝑦𝑚𝑎𝑥
= 𝑦𝑚𝑎𝑥

𝑃𝑥3

12𝐸𝐼
.
48𝐸𝐼

𝑃𝑙3
−

𝑃𝑙2𝑥

16𝐸𝐼
.
48𝐸𝐼

𝑃𝑙3

• 𝑦 𝑥 = 𝑦𝑚𝑎𝑥 4
𝑥

𝑙

3
− 3

𝑥

𝑙

• 𝑑𝑚 =
𝑑𝑥

 𝑙 2
𝑚𝑑 𝑑𝑥جرم المان

𝑥



• 𝑑𝑇 =
1

2
𝑑𝑚 𝑣2 =

1

2

𝑚𝑑

 𝑙 2
𝑑𝑥  𝑦𝑚𝑎𝑥 4

𝑥

𝑙

3
− 3

𝑥

𝑙
+ 𝑦𝑚𝑎𝑥

4

𝑙3
 𝑥𝑥2 +

3

𝑙
 𝑥

2

• 𝑇 =
1

2
 0
 𝑙 2(

𝑚𝑑

 𝑙 2
)  𝑦𝑚𝑎𝑥 4

𝑥

𝑙

3
− 3

𝑥

𝑙

2

𝑑𝑥 =
1

2
𝑚𝑒𝑓  𝑦𝑚𝑎𝑥

2

• 𝑇 =
1

2

2𝑚𝑑

𝑙
 𝑦𝑚𝑎𝑥

2  0
 𝑙 2 4

𝑥

𝑙

3
− 3

𝑥

𝑙

2

𝑑𝑥 =
1

2
𝑚𝑒𝑓  𝑦𝑚𝑎𝑥

2 (
𝑥

𝑙
= 𝑢 𝑑𝑥 = 𝑙𝑑𝑢)

•  0
 𝑙 2 4

𝑥

𝑙

3
− 3

𝑥

𝑙

2

𝑑𝑥 =  0
 𝑙 2(4𝑢3 − 3𝑢)2𝑙𝑑𝑢 =

17

70
𝑙

•
1

2

2𝑚𝑑

𝑙
 𝑦𝑚𝑎𝑥

2 17

70
𝑙 =

1

2
𝑚𝑒𝑓  𝑦𝑚𝑎𝑥

2 𝑚𝑒𝑓 =
17

35
𝑚𝑑 = 0.485𝑚𝑑

• 𝜔𝑛 =
𝑘

𝑚
𝜔𝑛 =

48 𝐸𝐼

𝑙3
.

1

𝑀+𝑚𝑒𝑓
𝜔𝑛 =

48 𝐸𝐼

𝑙3(𝑀+0.485𝑚𝑑)



•

ارتعاشات اجباری •

رایب.می خواهیم ارتعاشات جسمی را که نیرویی به صورت مداوم به آن اثر می کند، بررسی کنیم•

.راحتی نیرو را هارمونیک فرض می کنیم•

معادله حرکت به فرم زیر است؛•

• 𝑚  𝑥 + 𝐶  𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹0 sin𝜔𝑡  𝑥 +
𝑐

𝑚
 𝑥 +

𝑘

𝑚
𝑥 =

𝐹0

𝑚
sin𝜔𝑡

پاسخ این نوع معادلات شامل یک.است2معادله فوق یک معادله دیفرانسیل خطی ناهمگن از مرتبه •

.برای قسمت ناهمگن است(𝑦𝑝)برای قسمت همگن و یک جواب خصوصی (𝑦𝑐)جواب عمومی •

یعنی ؛•

• 𝑦 𝑥 = 𝑦𝑐 𝑥 + 𝑦𝑝(𝑥)

𝑥

𝐶𝑘

𝐹(𝑡)

𝑘𝑥 𝐶  𝑥

𝐹0 sin𝜔𝑡

𝑚

𝑚



فر می با توجه به اینکه چنانچه در سیستمی میرایی وجود داشته باشد،حل همگن با گذر زمان به ص•
از این رو در ارتعاشات اجباری عمده.رسد،لذا آنچه باقی می ماند ،پاسخ خصوصی سیستم می باشد

.موضوع بحث، پاسخ خصوصی سیستم می باشد

.اکنون به بررسی جواب کلی معادله فوق می پردازیم•

این معادله به صورت زیر است؛( حل قسمت همگن )از قبل می دانیم پاسخ عمومی •

• 𝑥𝑐 𝑡 = 𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡 𝐴 cos(𝜔𝑑𝑡 + 𝐵 sin(𝜔𝑑𝑡) ]

حال پاسخ خصوصی؛•

نمایش عدد مختلط در فرم های دکارتی،نمایی و قطبی؛یادآوری ریاض ی؛•

• 𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑋𝑒𝑖𝜃 = 𝑟[cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃]

• 𝑎 = 𝑅𝑒(𝑥) ,        𝑏 = 𝐼𝑚(𝑥) X = 𝑥 = 𝑟 = 𝑎2 + 𝑏2 اندازه عدد مختلط

• tan−1(
𝑏

𝑎
) 𝑖𝑓 𝑏 > 0

• 𝜃 =

• 𝜋 + tan−1(
𝑏

𝑎
) 𝑖𝑓 𝑏 < 0

• 𝐹0 sin(𝜔𝑡) = 𝐼𝑚(𝐹0𝑒
𝑖𝜔𝑡) ,    𝑒𝑖𝜔𝑡 = cos𝜔𝑡 + 𝑖 sin𝜔𝑡



• 𝑥   ;حدس پاسخ خصوصی 𝑡 = 𝑋𝑒𝑖𝜔𝑡

مشتق گیری و جاگذاری در معادله؛•

• −𝑚𝑋𝜔2𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝐶𝑋𝑖𝜔𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑘𝑋𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐹0𝑒
𝑖𝜔𝑡

• −𝑚𝜔2 + 𝐶𝜔𝑖 + 𝑘 𝑋 = 𝐹0 𝑋 =
𝐹0

𝑘−𝑚𝜔2 +𝐶𝜔𝑖
=

𝐹0

(𝑘−𝑚𝜔2)2+(𝐶𝜔)2 𝑒
𝑖 tan−1(

𝐶𝜔
𝑘−𝑚𝜔

)

• 𝑋 =
𝐹0

(𝑘−𝑚𝜔2)2+(𝐶𝜔)2
𝑒
−𝑖 tan−1

𝐶𝜔

𝑘−𝑚𝜔2

• 𝑥 𝑡 = |𝑋| sin(𝜔𝑡 − 𝜑) 𝑋 =
𝐹0

(𝑘−𝑚𝜔2)2+(𝐶𝜔)2
𝜑 = tan−1(

𝐶𝜔

𝑘−𝑚𝜔2)

بیان پاسخ دینامیکی به فرم استاندارد؛•

• 𝑚  𝑥 + 𝑐  𝑥 + 𝑘𝑥 = 0  𝑥 + 2𝜁𝜔𝑛  𝑥 + (𝜔𝑛)
2𝑥 = 0

پاسخ دینامیکی



• 𝑋 =
𝐹0

𝑘 (1−
𝑚𝜔2

𝑘
)2+

(𝐶𝜔)2

𝑘2

𝑋 =
𝐹0

𝑘 (1−
𝑚𝜔2

𝑘
)2+

(2𝜁𝜔𝑛𝑚)2𝜔2

𝑘2

(
𝑚

𝑘
=

1

𝜔𝑛
2)

• 𝑋 =
𝐹0

𝑘 (1−
𝜔2

𝜔𝑛2
)2+(

4𝜁2𝜔𝑛
2

𝜔𝑛4
)𝜔2

(
𝜔

𝜔𝑛
= 𝑟) 𝑋 =

𝐹0

𝑘 (1−𝑟2)2+(2𝜁𝑟)2

• 𝜑 = tan−1(
2𝜁𝑟

1−𝑟2
)

در معادله بدست آمده •
𝐹0

𝑘
.برابر جابجایی سیستم است،وقتی نیرو استاتیکی باشد

•

𝐹0
𝑘

𝑋

𝐹0

𝑟 =
𝜔

𝜔𝑛

𝜁 = 1

𝜁 = 0.6

𝜁 = 0.8



ثابت کنید فرکانس تشدید یک سیستم با میرایی برابر است با؛: تمرین •

• 𝜔 = 1 − 2𝜁2 𝜔𝑛

•

𝑟 =
𝜔

𝜔𝑛

𝜋

𝜋

2

1

𝜑

𝜁افزایش 



2سختیضرایبکیلو گرم روی پایه هایی با چهار ستون به 45یک ماشین به جرم: مثال • × 105  𝑁 𝑚

همچنین .استاندازه گیری شده 32Hzکاری ماشین برابر فرکانس موقع سرویس ،در .قرار گرفته است 

میباشد اگر از ضریب دمپینگ صرفه نظر شود مقدار نیروی تحریک  x=1.5 mmدامنه جابجایی ان 

؟اعمالی وارد شده بر سیستم چند برابر وزن ان میباشد

• 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 1.5𝑚𝑚 𝑘 = 2 × 105(  𝑁 𝑚)

• 𝜔 = 32𝐻𝑧
𝐹0

𝑚𝑔
=?

• 𝑋 =
𝐹0

𝑘
.

1

(1−𝑟2)
(𝜁 = 0)

• r =
𝜔

𝜔𝑛
; 𝜔𝑛 =

𝑘

𝑚
=

4(2×105)

45
= 2 × 66.66

• 𝑟 =
32×2𝜋

66.66×2
= 1.5 × 10−3 =

𝐹0

4×2×105
.

1

1−𝑟2
𝐹0 =

𝐹0 sin𝜔𝑡

𝑥



نابالانس ی ؛•

𝑚:جرم نا بالانسی •

𝑀:جرم کل دستگاه •

• Mبرای جرم ;    𝑥 = 𝑥 دستگاه

• m ;  𝑥برای جرم = 𝑥 دستگاه + 𝑒 sin𝜔𝑡

•  𝐹𝑥 =  𝑖=0
𝑛 𝑀𝑖  𝑥𝑖

• ⇒ −𝑘𝑥 − 𝑐  𝑥 = 𝑀 −𝑚  𝑥 + 𝑚  𝑥 − 𝑒𝜔2 sin𝜔𝑡

• 𝑀−𝑚  𝑥 + 𝑚  𝑥 + 𝑘𝑥 + 𝑐  𝑥 = 𝑚𝑒𝜔2 sin𝜔𝑡

• 𝑀  𝑥 + 𝑐  𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑚𝑒𝜔2 sin𝜔𝑡

• 𝑋 =
𝑚𝑒𝜔2

𝑘

1

(1−𝑟2)2+(2𝜁𝑟)2
=…      (

1

𝜔𝑛
2 =

𝑀

𝑘
) =

𝑀𝑒𝑚𝜔2

𝑘 𝑀

1

(1−𝑟2)2+(2𝜁𝑟)2

.
𝑒

𝑚

وضع تعادل

𝑥 𝑡 ,  𝑥(𝑡)

𝑘

2

𝑘

2

𝑐

𝜃

(𝑀 −𝑚)

𝑚𝑒𝜔2



• 𝑋 =
𝑚𝑒𝑟2

𝑀

1

(1−𝑟2)2+(2𝜁𝑟)2

𝑀𝑋

𝑚𝑒
=

𝑟2

1−𝑟2 2+ 2𝜁𝑟 2

𝜑 = tan−1
2𝜁𝑟

1−𝑟2

𝑀𝑋

𝑚𝑒

𝑟 =
𝜔

𝜔𝑛

𝑟 =
𝜔

𝜔𝑛

𝜋

𝜋

2



ماشین .می باشد(𝑘𝑔.𝑚)0.15برابر با (𝑘𝑔)65جرمنابالانسی چرخان یک ماشین دوار به : مثال •

2جایگزین هرتز کار می کند و بر روی بستری با سختی 125در بسامد  × 106(  𝑁 𝑚) و نسبت

𝜁میرایی • = باشد؟پاسخ حالت پایدار و دامنه ماکزیمم آن چقدر می .استنصب شده 0.12

• wn =
k

m
=

2∗106

65
= 175.14 (

rad

s
) 𝑟 =

𝑤

𝑤𝑛
=

125∗2𝜋

175.14
= 4.48

•
𝑀𝑋

𝑚𝑒
=

𝑟2

(1−𝑟2)2+ 2𝜉𝑟 2

65𝑋

0.15
=

(4.48)2

[1− 4.48 2]2+(2∗0.12∗4.48)2
⇒ 𝑋 = 2.43

• 𝜑 = tan−1
2𝜉𝑟

1−𝑟2
= tan−1

2∗0.12∗4.48

1−4.482
= −3.23

• 𝑥 = 2.43 sin 𝑤𝑡 + 3.23

گام ؛لنگش هم 

که ثابت فرض می شود مساوی 𝜔چرخشی با سرعت لنگش 𝜽 لنگش هم گام همیشه سرعتدر 

:بدین ترتیب داریم.است

 θ = 𝑤



• 𝑥 = 𝑋𝐷 sin𝜔𝑡

• 𝑘𝑋 = 𝐾𝑋𝐷 sin𝜔𝑡 𝑘𝑋𝐷 = دانسپام

• 𝑐  𝑥 = 𝑐𝑋𝐷𝜔 cos𝜔𝑡 = 𝑐𝑋𝐷𝜔 sin 𝜔𝑡 +
𝜋

2
𝑐𝑋𝑝𝜔 = امپدانس

محاسبه نیروهای وارده به تکیه گاه ؛•

•

• 𝑥 = 𝑋𝐷 sin𝜔𝑡

𝐹 sin𝜔𝑡

𝑘𝑥𝑝

𝐹𝑇
𝑐𝑋𝐷𝜔

𝑘𝑥 𝑐  𝑥

𝐹𝑇

𝑘𝑥

𝑐  𝑥



• 𝐹𝑇 = 𝑘𝑋𝐷 1 + (
𝑐𝑤

𝑘
)2 𝑋𝐷 =

𝐹0

𝑘
∗

1

(1−𝑟2)2+(2𝜉𝑟)2

• 𝐹𝑇 = 𝑘
𝐹0

𝑘
∗

1+
𝑐𝜔

𝑘

2

1−𝑟2 2+ 2𝜉𝑟 2
⇒

𝐹𝑇

𝐹0
=

1+(
𝑐𝜔

𝑘
)2

1−𝑟2 2+ 2𝜉𝑟 2

• *
𝑐

𝑚
= 2𝜉𝜔𝑛 ⇒

𝑐𝜔

𝑘
=

2𝜉𝜔𝑛𝑚𝜔

𝑘
=

2𝜉𝜔

𝜔𝑛
= 2𝜉𝑟

•
𝐹𝑇

𝐹0
=

1+ 2𝜉𝑟 2

1−𝑟2 2+ 2𝜉𝑟 2
𝐹𝑇 = 𝑘𝑋𝐷 1 + (2𝜉𝑟)2







بررس ی سیستم تحت تحریک پایه ؛•

جابجایی سیستم

جابجایی پایه

−𝑘 𝑋2 − 𝑋1 − 𝑐  𝑋2 −  𝑋1 = 𝑀  𝑋2 𝑀  𝑋2 + 𝐶  𝑋2 + 𝑘𝑋2 = 𝐶  𝑋1 + 𝑘𝑋1

𝑥1فرض کنید : مثال  = 𝐴 sin𝜔𝑡مقدار .باشد
𝑥2

𝑥1
را با استفاده از آنچه در درس معادلات 

.دیفرانسیل گفته شد،بدست آورید

𝑖𝑓; 𝑥1: تحریک سینوسی باشد 𝑥1 = 𝑋𝑖𝑛 sin𝜔𝑡 𝑥1 = 𝐼𝑚(𝑋𝑖𝑛𝑒
𝑖𝜔𝑡)

𝑥2 = 𝑋𝑜𝑢𝑡𝑒
𝑖𝜔𝑡 یک عدد مختلط است که اختلاف فاز نیز در درون آن نهفته است     

𝑀

𝐶 𝑘

𝑋2 = 𝑋𝑜𝑢𝑡

𝑋1 = 𝑋𝑖𝑛

𝐶(  𝑋2 −  𝑋1) 𝑘(𝑋2 − 𝑋1)



•

• −M𝑋𝑜𝑢𝑡𝜔
2𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑘𝑋𝑜𝑢𝑡𝑒

𝑖𝜔𝑡 + 𝐶𝑋𝑜𝑢𝑡𝑖𝜔𝑒
𝑖𝜔𝑡 = 𝑘𝑋𝑖𝑛𝑒

𝑖𝜔𝑡 + 𝐶𝑖𝜔𝑋𝑖𝑛𝑒
𝑖𝜔𝑡

• 𝑋𝑜𝑢𝑡 𝑘 −𝑀𝜔2 + 𝐶𝑖𝜔 = 𝑋𝑖𝑛(𝑘 + 𝐶𝑖𝜔)

•
𝑋𝑜𝑢𝑡

𝑋𝑖𝑛
=

𝑘+𝐶𝑖𝜔

𝑘−𝑀𝜔2+𝐶𝑖𝜔

𝑋𝑜𝑢𝑡

𝑋𝑖𝑛
=

𝑘2+𝐶2𝜔2

(𝑘−𝑀𝜔2)2+𝑐2𝜔2
.

𝑒
𝑖 tan−1(

𝐶𝜔
𝑘
)

𝑒
𝑖 tan−1(

𝐶𝜔

𝑘−𝑚𝜔2
)

• =
𝑘2+𝐶2𝜔2

(𝑘−𝑀𝜔2)2+𝑐2𝜔2
. 𝑒

𝑖 [tan−1
𝐶𝜔

𝑘
−tan−1

𝐶𝜔

𝑘−𝑚𝜔2
]

همان طور که دیده می شود نسبت •
𝑋𝑜𝑢𝑡

𝑋𝑖𝑛
همانند نسبت 

𝐹𝑇

𝐹0
لذا با ساده سازی هایی که در آن.است

قسمت انجام شد،می توان نوشت؛•

•
𝑋𝑜𝑢𝑡

𝑋𝑖𝑛
=

1+(2𝜁𝑟)2

(1−𝑟2)2+(2𝜁𝑟)2
نسبت انتقال 𝜑 = [tan−1

𝐶𝜔

𝑘
− tan−1

𝐶𝜔

𝑘−𝑚𝜔2 ]

• 𝜑 = [ tan−1 2𝜁𝑟 − tan−1
2𝜁𝑟

1−𝑟2
] 𝑋𝑜𝑢𝑡 = |𝑋𝑖𝑛| sin(𝜔𝑡 − 𝜑)



ودرو خبدنه ی . مدل ساده شده ای از سیستم فنربندی یک خودرو در شکل نشان داده شده است: مثال•
فنربندی با فنریسیستم .استبه وسیله ی سیستم فنر بندی به چرخ متصل شده (𝑘𝑔)500جرم به 

4به سختی  × 105(
𝑁

𝑚
)3000کمک فنری روغنی با ضریب میرایی و (

𝑁𝑠

𝑚
به صورت موازی(

فرض می شود که چرخ های ماشین سر و ناهمواری سطح جاده به . به خودرو متصل شده استبا هم •

)52اگر سرعت خودرو .صورت سینوسی مدل شود  𝑚 𝑠) باشد،ماکزیمم دامنه جابجایی سیستم

چقدر است؟•

• −k x − y − 𝐶  𝑥 −  𝑦 = 𝑚  𝑥

• 𝑚  𝑥 + 𝐶  𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐶  𝑦 + 𝑘𝑦

𝑘 𝐶

𝑉
𝑚𝑥

𝑦0 = 1𝑐𝑚

2.5𝑚

𝑉

𝑘(𝑥 − 𝑦) 𝑐(  𝑥 −  𝑦)



• y 𝑡 = 𝑦0 sin(𝜔𝑡) = 𝑦0 sin(
2𝜋𝑉𝑡

𝑙
) = 10−2 sin(

2𝜋×52

2.5
𝑡) = 10−2 sin(130.7𝑡)

• 𝜔تحریک = 130.7 𝜔𝑛 =
𝑘

𝑚
=

4×105

500
= 28.3(  𝑟𝑎𝑑

𝑠)

• 𝑟 =
𝜔

𝜔𝑛
=

130.7

28.3
= 4.62 𝜁 =

𝐶

2𝑚𝜔𝑛
=

3000

2×500×28.3
= 0.106

•
𝑋𝑜𝑢𝑡

𝑋𝑖𝑛
=

1+(2𝜁𝑟)2

(1−𝑟2)2+(2𝜁𝑟)2
=

1+(2×0.106×4.62)2

(1−4.622)2+(2×0.106×4.62)2
= 6.87 × 10−4(𝑚)

• 𝜑 = tan−1 2𝜁𝑟 −tan−1(
2𝜁𝑟

1−𝑟2
) = [tan−1 2 × 0.106 × 4.62 − tan−1(

2×0.106×4.62

1−4.622
)

– 4مسائل فصل سوم؛ 8 – 13 – 15 – 18 – 20 – 28 – 36              



ارتعاشات گذرا؛•

:ضربه •

• 1 𝑡 > 𝑡0

• 𝑢 𝑡 − 𝑡0 = تابع پله      

• 0 𝑡 < 𝑡0

•
𝑑𝑢 𝑡−𝑡0

𝑑𝑡
= 𝛿(𝑡 − 𝑡0)  0

∞
𝛿 𝑡 − 𝑡0 = 1

• 0 𝑡 > 𝑡0 + ∆𝑡0 خیلی کوچک

• 𝛿 𝑡 − 𝑡0 =

• 0 𝑡 < 𝑡0 − ∆𝑡0 خیلی کوچک

𝑡0

1



• ∀𝑡 = 𝑡0  0
∞
𝛿 𝑡 − 𝑡0 = 1

• 𝛿 𝑡 − 𝑡0 =  0
∞
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 1 :نیرویی است که

فرض می کنیم نیروی ضربه به یک سیستم جرم و فنر اعمال شود؛•

• ∆𝐺 =  𝑓𝑑𝑡 تغییرات اندازه حرکت خطی

•

• 𝐺 = 𝑚𝑣

∆𝐺 = 𝑚𝑣1 −𝑚𝑣0 =  𝑓𝑑𝑡 = 1 𝑚𝑣1 = 1 𝑣1 =
1

𝑚

𝑚

𝑘

𝑐

𝑓(𝑡)

𝑥 0 = 0
 𝑥 0 = 0

نیروی خارجی اعمالی به سیستم

سرعت در لحظه
بعد ضربه

سرعت در لحظه
قبل ضربه



ت در لحظهبه لحاظ فیزیکی ضربه یعنی  نیرویی که اگر به یک سیستم جرم و فنر اعمال شود،سرع•

بعد از برخورد به •
1

𝑚
.برسد

ولی دارای شرایط اولیه𝑓(𝑡)،سیستم زیر را که بدون نیروی 𝑓(𝑡)بجای بررسی سیستم با نیروی •

.معادل ضربه است بررسی می کنیم•

• 𝑥 0 =  1 𝑚

•  𝑥 𝑡 = 𝐶1𝜁𝜔𝑛𝑒
−𝜁𝜔𝑡 sin 𝜔𝑑𝑡 + 𝜓 + 𝐶1𝜔𝑑𝑒

−𝜁𝜔𝑡 cos(𝜔𝑑𝑡 + 𝜓)

•
1

𝑚
= −𝐶1𝜁𝜔𝑛 sin 0 + 𝐶1𝜔𝑑 cos(0)

𝑚

𝑥 0 = 0

 𝑥 0 =
1

𝑚

𝑘

𝑐

𝑚  𝑥 + 𝑐  𝑥 + 𝑘𝑥 = 0  𝑥 + 2𝜁𝜔𝑛  𝑥 + 𝜔𝑛
2𝑥 = 0

𝑖𝑓 𝜁 < 1; 𝑋 𝑡 = 𝐶1𝑒
−𝜁𝜔𝑛𝑡[sin 𝜔𝑑𝑡 + 𝜓 ]

𝑥 0 = 0 ; 0 = 𝐶1 sin𝜓 sin𝜓 = 0 𝜓 = 0



•

•
1

𝑚
= 𝐶1𝜔𝑑 𝐶1 =

1

𝑚𝜔𝑑

• 𝑥 𝑡 =
1

𝑚𝜔𝑑
𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡 sin(𝜔𝑑𝑡) پاسخ به ضربه واحد

• 0 ≠ 𝜁 < 1

• 𝜁 = 0

𝑥

𝑡

𝑥

𝑡



بیفتد ،داریم؛اتفاق t=ȶدر Jای به اندازه اگر ضربه •

• 𝑥 𝑡 =
𝐽

𝑚𝜔𝑑
𝑒−𝜁𝜔𝑛(𝑡−𝑡0) sin[𝜔𝑑 𝑡 − 𝑡0 ]

داریم؛اگر به جای ضربه نیرویی به شکل زیر به سیستم اعمال شود •

.پاسخ سیستم در هر زمانی مجموع تمام اثراتی است که قبل از آن وجود دارد•

• 𝑥 𝑡 =  0
𝑡
𝑓(𝜏)ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

اندازه ضربه



.اگر تحریک اعمالی به صورت پله باشد پاسخ سیستم را بیابید: مثال•

• 𝑓(𝑡) =F0 𝑢(𝑡)

• 𝑥 𝑡 =  0
𝑡
𝐹0𝑢 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

• =  0
𝑡
𝐹0 𝑢(𝜏)

1

𝑚𝜔𝑛
sin[𝜔𝑛 𝑡 − 𝜏 ]𝑑𝜏

• =
𝐹0

𝑚𝜔𝑛

cos[𝜔𝑛(𝑡−𝜏)]

𝜔𝑛
|𝑡0 =

𝐹0

𝑚𝜔𝑛

cos[𝜔𝑛(𝑡−𝑡)]

𝜔𝑛
−

cos[𝜔𝑛(𝑡−0)]

𝜔𝑛
=

𝐹0

𝑚𝜔𝑛
2 [1 − cos 𝜔𝑛𝑡 ]

𝐹0 1

1

1

𝐹0
𝑚𝜔𝑛

2

2𝐹0
𝑚𝜔𝑛

2



.  به عنوان تمرین، مثال قبل را با میرایی حل کنید•

:  باشد، داریم  t<t0اگر  •

• 𝑥 𝑡 =  0
𝑡
𝑓 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 =  0

𝑡
𝐹0

𝑒
𝜁𝜔𝑛

(𝑡−𝜏)

𝑚𝜔𝑑
sin[𝜔𝑑 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏]

• 𝑡 − 𝜏 = 𝑧 if     𝑡 = 𝜏 → z = 0

𝑑𝜏 = −𝑑𝑧 0 = 𝜏 → 𝑧 = 𝑡

𝑥 𝑡 =  𝑡
0
−

𝐹0 𝑒
−𝜁𝜔𝑛𝑧 sin(𝜔𝑑𝑧)

𝑚𝜔𝑑
𝑑𝑧 انتگرال جزء به جز  𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −  𝑣𝑑𝑢

𝑢 = −
𝐹0 sin(𝜔𝑑𝑧)

𝑚𝜔𝑑
,            𝑑𝑣 = 𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑧𝑑𝑧

𝐹0

𝑡0



• 𝐼 =  𝑡
0 −𝐹0𝑒

−𝜁𝜔𝑛 𝑧
sin(𝜔𝑑𝑧)𝑑𝑧

𝑚𝜔𝑑
=

−𝐹0 sin(𝜔𝑑𝑧)

𝑚𝜔𝑑
.
𝑒−𝜁𝜔𝑛 𝑧

(−𝜁𝜔𝑛)
|𝑡
0

−  𝑡
0
(
𝑒

−𝜁𝜔𝑛 𝑧

−𝜁𝜔𝑛

−𝐹0

𝑚
cos𝜔𝑑 𝑑𝑧)

• =
−𝐹0 sin(𝜔𝑑𝑡)

𝑚𝜁𝜔𝑑𝜔𝑛
𝑒−𝜁𝜔𝑛 𝑡 −  𝑡

0 𝐹0𝑒
−𝜁𝜔𝑛 𝑧

cos(𝜔𝑑)

𝜁𝜔𝑛𝑚
𝑑𝑧

• =
−𝐹0 sin(𝜔𝑑𝑡)

𝑚𝜁𝜔𝑑𝜔𝑛
𝑒−𝜁𝜔𝑛 𝑡 +

𝐹0 cos(𝜔𝑑𝑧)𝑒
−𝜁𝜔𝑛 𝑧

(𝜁𝜔𝑛)
2𝑚

−  𝑡
0 𝐹0 sin 𝜔𝑑𝑧

𝜁2𝜔𝑛
2𝑚

𝑒 −𝜁𝜔𝑛 𝑧 𝑑𝑧

• =
−𝐹0 sin(𝜔𝑑𝑡)𝑒

−𝜁𝜔𝑡

𝑚𝜁𝜔𝑑𝜔𝑛
+

𝐹0

𝑚𝜁2𝜔𝑛
2 −

𝐹0 cos 𝜔𝑑𝑡 𝑒 −𝜁𝜔𝑡

𝜁𝜔𝑛
2𝑚

+
1

𝜁2
𝐼

• 1 −
1

𝜁2
𝐼 = 𝐴 𝐼 =

𝐴

1−
1

𝜁2

𝑥؛ آنگاه داریمt>0اگر • 𝑡 =  0
𝑡0 𝑓 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 +  𝑡0

𝑡
𝑓 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

 

𝑑𝑣 𝑢

0
𝑑𝑣

𝑢



•

• 𝑡 − 𝜏 = 𝑧

• 𝑑𝜏 = −𝑑𝑧 =  𝑡0
0 −𝐹0𝑒

−𝜁𝜔𝑛 𝑧

𝑚𝜔𝑑
sin 𝜔𝑑𝑧 𝑑𝑧

• = [
−𝐹0𝑒

−𝜁𝜔𝑛 𝑧

𝑚𝜔𝑑

cos 𝜔𝑑𝑧

𝜔𝑑
]𝑡0
0 +  𝑡0

0 𝜁𝜔𝑛𝐹0𝑒
−𝜁𝜔𝑛 𝑧

𝑚𝜔𝑑

cos 𝜔𝑑𝑧

𝜔𝑑

محاسبه می که در اینجا یک بار دیگر انتگرال گیری می کنیم تا خودش را تکرار کند ودر نهایت انتگرال•

.شود

(ξ= 0).شده بیابیدپاسخ سیستم را به تحریک داده : مثال•

𝐹0

2𝐹0

𝑡0 2𝑡0



•

• ℎ 𝑡 =
𝑒

−𝜁𝜔𝑛 𝑡
sin(𝜔𝑑𝑡)

𝑚𝜔𝑑
ℎ 𝑡 =

sin(𝜔𝑑𝑡)

𝑚𝜔𝑑
(𝑤𝑑 = 𝑤𝑛) روش اول 

؛ 

• 0 < 𝑡 < 𝑡0  0
𝑡
𝑓 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 =  0

𝑡
2𝐹0

𝑆𝑖𝑛 𝑤𝑛 𝑡−𝜏 𝑑𝜏

𝑚𝑤𝑛

• 𝑡0 < 𝑡 < 2𝑡0  0
𝑡
𝑓 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 =  0

𝑡0 2𝐹0
𝑆𝑖𝑛 𝑤𝑛 𝑡−𝜏 𝑑𝜏

𝑚𝑤𝑛
+  𝑡0

𝑡
𝐹0

𝑆𝑖𝑛(𝑤𝑛(𝑡−𝜏)

𝑚𝑤𝑛
𝑑𝜏

• 𝑡 > 2𝑡0  0
𝑡
𝑓 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 =  0

𝑡0 2𝐹0
𝑆𝑖𝑛 𝑤𝑑 𝑡−𝜏 𝑑𝜏

𝑚𝑤𝑑
+  𝑡0

2𝑡0 𝐹0
𝑆𝑖𝑛 𝑤𝑛 𝑡−𝜏 𝑑𝜏

𝑚𝑤𝑛

روش دوم؛•

• 𝑓 𝑡 = 2𝐹0 𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 𝑡0 + 𝐹0 𝑢 𝑡 − 𝑡0 − 𝑢 𝑡 − 2𝑡0

• 𝑥 𝑡 =  0
𝑡
𝑓 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

• 𝑓 𝑡 = 2𝐹0 𝑢 𝑡 − 𝐹0 𝑢 𝑡 − 𝑡0 − 𝐹0 𝑢(𝑡 − 2𝑡0)

• 𝑥 𝑡 =  0
𝑡
[ 2𝐹0 𝑢 𝜏 − 𝐹0 𝑢 𝜏 − 𝑡0 − 𝐹0 𝑢(𝜏 − 2𝑡0) sin[𝜔𝑛 (𝑡 − 𝜏)]𝑑𝜏

𝜁 = 0



•

0 قاعده کلی ؛•
𝑡
𝑢 𝜏 − 𝑡0 𝑔 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = 𝑢 𝜏 − 𝑡0  𝑡0

𝑡
𝑔 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

• 𝑥 𝑡 = 2𝐹0𝑢(𝑡)  0
𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑤𝑛 𝑡−𝜏 𝑑𝜏

𝑚𝑤𝑛
−𝐹0𝑢(𝑡 − 𝑡0)  𝑡0

𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑤𝑛 𝑡−𝜏 𝑑𝜏

𝑚𝑤𝑛

• −𝐹0𝑢(𝑡 − 2𝑡0)  2𝑡0
𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑤𝑛 𝑡−𝜏 𝑑𝜏

𝑚𝑤𝑛

• *   
𝑆𝑖𝑛 𝑤𝑛 𝑡−𝜏 𝑑𝜏

𝑚𝑤𝑛
=

𝐶𝑜𝑠 𝑤𝑛(𝑡−𝜏)

𝑚𝑤𝑛
2

• 𝑥 𝑡 = 2𝐹0𝑢 𝑡
𝐶𝑜𝑠 𝑤𝑛 𝑡−𝜏

𝑚𝑤𝑛
2 |0

𝑡 − 𝐹0𝑢 𝑡 − 𝑡0
𝐶𝑜𝑠 𝑤𝑛 𝑡−𝜏

𝑚𝑤𝑛
2 |𝑡0

𝑡

• −𝐹0𝑢 𝑡 − 2𝑡0
𝐶𝑜𝑠 𝑤𝑛 𝑡−𝜏

𝑚𝑤𝑛
2 |2𝑡0

𝑡

• 𝑥 𝑡 = 2𝐹0𝑢 𝑡
1−𝐶𝑜𝑠 (𝑤𝑛𝑡)

𝑚𝑤𝑛
2 − 𝐹0𝑢 𝑡 − 𝑡0

1−𝐶𝑜𝑠 𝑤𝑛 𝑡−𝑡0

𝑚𝑤𝑛
2 − 𝐹0𝑢(𝑡 − 2𝑡0)

1−𝐶𝑜𝑠 𝑤𝑛 𝑡−2𝑡0

𝑚𝑤𝑛
2



•

𝜁).بیابیدپاسخ سیستم را به تحریک داده شده : مثال• = 0)

•

• 𝑦1 =
𝐹0

𝑡0
𝑡 − 𝑡0 = 𝑓1(𝑡)

• 𝑦2 =
−𝐹0

𝑡0
𝑡 − 3𝑡0 = 𝑓2(𝑡)

𝑓 𝑡 = 𝑢 𝜏 − 𝑡0 − 𝑢 𝜏 − 2𝑡0
𝐹0

𝑡0
𝑡 − 𝑡0 + [𝑢 𝜏 − 2𝑡0 − 𝑢 𝜏 − 𝑡0 ]

−𝐹0

𝑡0
𝑡 − 3𝑡0 ]

.مانند مثال قبل انتگرال گیری می کنیم 

𝑡0

𝐹0

2𝑡0 3𝑡0

𝑦1 𝑦2

|𝐹0
2𝑡0



•

.معادلات با شرایط اولیه قابل بررسی استبرای •

ومعادله حل  می شود حلی که بدست می آید مجموع حل  همگن وقتی •

.استو خصوصی تبدیل لاپلاسروش •

کنیمهم چنین شرایط اولیه را نیز جایگذاری می •

•

.بیابیدپاسخ سیستم را به تحریک داده شده با استفاده از روش تبدیل لاپلاس : مثال•

𝑓 𝑡 = 𝛿 𝑡 − 𝑡0 + [𝑢 𝑡 − 1 − 𝑢 𝑡 − 2 ]

𝑚

𝑘

𝑓(𝑡)

1 2

پله

t=0ضربه در لحظه 



•

• 𝑚  𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑓(𝑡)

• 𝑚  𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝛿 𝑡 − 𝑡0 + 𝑢 𝑡 − 1 − 𝑢 𝑡 − 2

• 𝐿{𝑚  𝑥 + 𝑘𝑥} = 𝐿{𝛿 𝑡 − 𝑡0 + 𝑢 𝑡 − 1 − 𝑢 𝑡 − 2 }

• * 𝐿 𝛿 𝑡 − 𝑐 = 𝑒−𝑐𝑠

𝐿 𝑢 𝑡 − 𝑡0 =
𝑒−𝑠𝑡0

𝑠

𝐿  𝑥 = 𝑠2𝑋 𝑠 − 𝑠𝑋 0 −  𝑋(0)

𝑚 𝑠2𝑋 𝑠 − 𝑠𝑋 0 −  𝑋 0 + 𝑘𝑋 𝑠 = 1 +
𝑒−𝑠

𝑠
−

𝑒−2𝑠

𝑠

𝑋 𝑠 =
1+

𝑒−𝑠

𝑠
−
𝑒−2𝑠

𝑠
+𝑚𝑠𝑋 0 +𝑚  𝑋(0)

𝑚𝑠2+𝑘

𝑋با فرض  0 =  𝑋 0 = داریم ؛0



•

• 𝑋 𝑠 =
1+

𝑒−𝑠

𝑠
−
𝑒−2𝑠

𝑠

𝑚𝑠2+𝑘
=

1

𝑚𝑠2+𝑘
+

𝑒−𝑠

𝑠(𝑚𝑠2+𝑘)
−

𝑒−2𝑠

𝑠(𝑚𝑠2+𝑘)

• 𝑋 𝑠 =
1

𝑚
[

1

𝑠2+𝜔𝑛
2 +

𝑒−𝑠

𝑠 𝑠2+𝜔𝑛
2 −

𝑒−2𝑠

𝑠2+𝜔𝑛
2 ]

• 𝑥 𝑡 = 𝐿−1{𝑋 𝑠 }

• 𝐿−1
1

𝑠2+𝜔𝑛
2 =

1

𝜔𝑛
sin(𝜔𝑛𝑡)

• 𝐿−1
𝑒−𝑠

𝑠 𝑠2+𝜔𝑛
2 = 𝐿−1{

𝑒−𝑠

𝑠
.

1

𝑠2+𝜔𝑛
2 }

• * 𝐿−1 𝐹 𝑠 . 𝐺 𝑠 =  0
𝑡
𝑓 𝑡 − 𝜆 𝑔 𝜆 𝑑𝜆

• 𝐹 𝑠 𝐿{𝑓 𝑡 } &                   𝐺 𝑠 𝐿{𝑔 𝑡 }



•

• 𝐹 𝑠 =
𝑒−𝑠

𝑠
;         𝑓 𝑡 = 𝑢(𝑡 − 1)

• 𝐺 𝑠 =
1

𝑠2+𝜔𝑛
2 ;          𝑔 𝑡 =

1

𝜔𝑛
sin(𝜔𝑛𝑡)

• 𝐿−1
𝑒−𝑠

𝑠 𝑠2+𝜔𝑛
2 =  0

𝑡
𝑢(𝑡 − 1 − 𝜆)

1

𝜔𝑛
sin𝜔𝑛𝜆 . 𝑑𝜆

• یا ;        𝑓 𝑡 =
1

𝜔𝑛
sin(𝜔𝑛𝑡) ,         𝐺 𝑡 = 𝑢(𝑡 − 1)

• 𝐿−1
𝑒−𝑠

𝑠 𝑠2+𝜔𝑛
2 =  0

𝑡 1

𝜔𝑛
sin[𝜔𝑛(𝑡 − 𝜆)] 𝑢 𝜆 − 1 𝑑𝜆

• = 𝑢 𝑡 − 1  1
𝑡 1

𝜔𝑛
sin[𝜔𝑛(𝑡 − 𝜆)] 𝑑𝜆 =

−𝑢(𝑡−1)

𝜔𝑛
2 cos[𝜔𝑛 𝑡 − 𝜆 ] |1

𝑡

• =
𝑢(𝑡−1)

𝜔𝑛
2 [ 1 − cos[𝜔𝑛 𝑡 − 1 ]



•

به همین فرم تبدیل لاپلاس •
𝑒−2𝑆

𝑆(𝑆2+𝜔𝑛
2)

:را حساب می کنیم که برابر است با 

•

• 𝐿−1
𝑒−2𝑆

𝑆 𝑆2+𝜔𝑛
2 =

𝑢(𝑡−2)

𝜔𝑛
2 [ 1 − cos 𝜔𝑛 𝑡 − 2 ]



سیستم های دو درجه آزادی ؛•

•

رانسیل عبارت دیگر به دو معادله دیفبه . استسیستمی است که برای معرفی آن به دو مشخصه نیاز •

.را بدست آوردسیستم نیاز است تا بتوان مجهولات 

•

𝜃

𝑥

𝜃 یک درجه آزادی 

𝜃مجهول؛ 

دو درجه آزادی 

𝑥𝜃 ,؛مجهول 

𝑥 = 𝑋0 sin(𝜔𝑡)
𝑥

𝑥2𝑥1

𝑘1 𝑘2

𝑚1 𝑚2



؛بدست آوردن معادله حرکت سیستم های دو درجه آزادی •

•

•  𝐹𝑥 = 𝑚1  𝑥1

•  𝐹𝑥 = 𝑚2  𝑥2

𝑘1

𝑘2

𝐶1

𝐶2

𝑚1 𝑚1

𝑚2

𝑚2

𝑓1(𝑡) 𝑓2(𝑡)

𝑥1

𝑥2

𝐶1  𝑥1𝑘1𝑥1

𝑘2(𝑥2 − 𝑥1) 𝐶2(  𝑥2 −  𝑥1)

𝑘2(𝑥2 − 𝑥1) 𝐶2(  𝑥2 −  𝑥1)



•

• −𝑘1𝑥1 − 𝑐1  𝑥1 + 𝑘2 𝑥2 − 𝑥1 + 𝑐2  𝑥2 −  𝑥1 = 𝑚1  𝑥1

• −𝑘2 𝑥2 − 𝑥1 − 𝑐2  𝑥2 −  𝑥1 = 𝑚2  𝑥2

• 𝑚1  𝑥1 + 𝑘2 + 𝑘1 𝑥1 − 𝑘2𝑥2 + 𝑐2 + 𝑐1  𝑥1 − 𝑐2  𝑥2 = 0

• 𝑚2  𝑥2 − 𝑘2𝑥1 + 𝑘2𝑥2 − 𝑐2  𝑥1 + 𝑐2  𝑥2 = 0

•
𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑥1
 𝑥2
+

𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

𝑥1
𝑥2

+
𝑐1 + 𝑐2 −𝑐2
−𝑐2 𝑐2

 𝑥1
 𝑥2
=

𝑓1(𝑡)
𝑓2(𝑡)

•

•

•
𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑥1
 𝑥2
+

𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

𝑥1
𝑥2

+
𝑐1 + 𝑐2 −𝑐2
−𝑐2 𝑐2

 𝑥1
 𝑥2

=
𝑓1(𝑡)
𝑓2(𝑡)

ماتریس جرم ماتریس سختی ماتریس میرایی ماتریس نیرو



•

• M
 𝑥1
 𝑥2
+ k

𝑥1
𝑥2

+ 𝑐
 𝑥1
 𝑥2

=
𝑓1(𝑡)
𝑓2(𝑡)

است؛دهد که یک سیستم دو درجه آزادی دارای معادلاتی به فرم زیر معادله بالا نشان می•

•
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 𝑥1
 𝑥2
+

𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

𝑥1
𝑥2

+
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

 𝑥1
 𝑥2

=
𝑓1(𝑡)
𝑓2(𝑡)

𝑖𝑓می شود                           𝑑𝑒𝑐𝑜𝑢𝑝𝑙𝑒سیستم از لحاظ دینامیکی • 𝑏 = 𝑐 = 0

𝑖𝑓می شود                           𝑑𝑒𝑐𝑜𝑢𝑝𝑙𝑒استاتیکی سیستم از لحاظ • 𝑓 = 𝑔 = 0

𝑖𝑓.                                     استاتیکی دارد𝑐𝑜𝑢𝑝𝑙𝑒سیستم • 𝑓 & 𝑔 ≠ 0

𝑏,𝑐چنینفرض کنیم میرایی نداریم و هم اگر • = 0 & 𝑔,𝑓 = آنگاه داریم؛0

• 𝑎  𝑥1 + 𝑒𝑥1 = 𝑓1(𝑡)

• 𝑑  𝑥2 + ℎ𝑥2 = 𝑓2(𝑡)



ت سیستم به دستگاهی که معادلات حرک. نیستندبینیم معادلات سیستم با هم کوپل که میطور همان•

.در آن به صورت بالا شود دستگاه اصلی می گوییم

ته؛گرفهایش قرار به عنوان مثال فرض کنیم که شکل داده شده یک اتوبوس باشد که روی چرخ•

(  چرخش 𝜃انتها یا ابتدا، x)، ( چرخش 𝜃مرکز جرم، x)حسبسیستم را میتوانیم بر این •

•(
3

4
𝑥,

1

4
𝑥)سپس بی نهایت حالت می توان پیدا کرد که سیستم را با آن .معرفی کنیم

تاتیکی شود دینامیکی و اس،کوپل حالتی میتواند وجود داشته باشد که باعث عدم جفت شدگی .معرفی کرد•

.  که این دستگاه را دستگاه اصلی گویند

45|468|79

≈



استاتیکی سیستم از لحاظ دینامیکی و را طوری بیابید که 𝑙1,𝑙2,𝑘1,𝑘2رابطه : تمرین•

.کوپل نباشد•

𝑘1 𝑘2
مرکز جرم

𝑥
𝑙1 𝑙2

𝑘1
𝑘2

پس از جابجایی



.های طبیعی و معادلات حرکت سیستم زیر را استخراج کنیدفرکانس: مثال•

• 𝑚  𝑥1 = −𝑘𝑥1 − 𝑘(𝑥1 − 𝑥2) 𝑚  𝑥1 + 2𝑘𝑥1 − 𝑘𝑥2 = 0

• 2𝑚  𝑥2 = −k(𝑥2 − 𝑥1) − 𝑘𝑥2 2𝑚  𝑥2 + 2𝑘𝑥2 − 𝑘𝑥1 = 0

•
𝑚 0
0 2𝑚

 𝑥1
 𝑥2
+

2𝑘 −𝑘
−𝑘 2𝑘

𝑥1
𝑥2

= 0

𝑥1

𝑘 𝑘
𝑚 2𝑚

𝑥2

𝑘

𝑚
𝑘𝑥1 𝑘(𝑥1 − 𝑥2)

2𝑚
𝑘(𝑥2 − 𝑥1) 𝑘𝑥2



•

فتار چون در سیستم میراکننده وجود ندارد بنابراین انتظار ما از فیزیک مسئله این است که ر•

.سیستم به صورت هارمونیک باشد

• 𝑥1 𝑡 = 𝐴1 sin(𝜔𝑡 + 𝜓1) ≡ 𝐼𝑚[𝐴1𝑒
𝑖 𝜔𝑡+𝜓1 ]

• 𝑥2 𝑡 = 𝐴2 sin(𝜔𝑡 + 𝜓2) ≡ 𝐼𝑚[𝐴2𝑒
𝑖 𝜔𝑡+𝜓2 ]

•
𝑚 0
0 2𝑚

−𝐴1𝜔
2𝑒𝑖 𝜔𝑡+𝜓1

−𝐴2𝜔
2𝑒𝑖 𝜔𝑡+𝜓2

+
2𝑘 −𝑘
−𝑘 2𝑘

𝐴1𝑒
𝑖 𝜔𝑡+𝜓1

𝐴2𝑒
𝑖 𝜔𝑡+𝜓2

= [0]

• * 𝐴1𝑒
𝑖 𝜔𝑡+𝜓1 = 𝐴1𝑒

𝑖 𝜔𝑡

•
𝑚 0
0 2𝑚

−𝐴1𝜔
2𝑒𝑖𝜔𝑡

−𝐴2𝜔
2𝑒𝑖𝜔𝑡

+
2𝑘 −𝑘
−𝑘 2𝑘

𝐴1𝑒
𝑖𝜔𝑡

𝐴2𝑒
𝑖𝜔𝑡

= [0]

یک عددمختلط



• −𝑚𝜔2 0
0 −2𝑚𝜔2

𝐴1
𝐴2

+
2𝑘 −𝑘
−𝑘 2𝑘

𝐴1
𝐴2

= [0]

• 2𝑘 −𝑚𝜔2 −𝑘
−𝑘 2𝑘 − 2𝑚𝜔2

𝐴1
𝐴2

= [0]

•
𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

𝑥1
𝑥2

= [
𝑏1
𝑏2
]

• if      
𝑏1
𝑏2

= 0
𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

= 0

• if      
𝑏1
𝑏2

≠ 0
𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

≠ 0

• 2𝑘 −𝑚𝜔2 −𝑘
−𝑘 2𝑘 − 2𝑚𝜔2 = 0 2𝑘 −𝑚𝜔2 2𝑘 − 2𝑚𝜔2 − 𝑘2 = 0

• 𝜔2 = 𝜆 2𝑘 −𝑚𝜆 2𝑘 − 2𝑚𝜆 − 𝑘2 = 0

شرط وجود جواب

شرط وجود جواب



• 4𝑘2 − 6𝑚𝑘𝜆 + 2𝑚2𝜆2 − 𝑘2 = 0

• 𝜆2 −
3𝑘

𝑚
𝜆 +

3𝑘2

2𝑚2 = 0

• 𝜆1 = 0.634
𝑘

𝑚

• 𝜆 =
3𝑘

𝑚
± (

3𝑘

𝑚
)2−4(

3𝑘2

2𝑚2)

• 𝜆2 = 0.366
𝑘

𝑚

• 𝜔1 = 𝜆1 ,      𝜔2 = 𝜆2

این حل نشان داد که فرکانس های طبیعی را همیشه می توان از مساوی صفرقرار: قانون کلی •

دادن دترمینان زیر بدست آورد؛•

• 𝑘 𝜔2 𝑀 = 0



• 2𝑘 −𝑚𝜔2 −𝑘
−𝑘 2𝑘 − 2𝑚𝜔2

𝐴1
𝐴2

= [0]

• 2𝑘 −𝑚𝜔2 𝐴1 − 𝑘𝐴2 = 0
𝐴1

𝐴2
=

𝑘

2𝑘−𝑚𝜔2 (1)

• −𝑘𝐴1 + 2𝑘 − 2𝑚𝜔2 𝐴2 = 0
𝐴1

𝐴2
=

2𝑘−2𝑚𝜔2

𝑘
(2)

𝐴2فرض می کنیم • = 𝐴0 و𝜔 = 𝜔1. گاه آن𝐴1 بدست می آوریم( 2)یا( 1)معادلاترا از یکی از.

نسبت ،است چون دترمینان ضرایب صفر •
𝐴1

A2
.در هر معادله یکسان است

•
A1 = 0.737𝐴0

𝐴2 = 𝐴0
شکل مداولیه سیستم

𝐴0اگر فرض کنیم • = .استسیستم به عدد یک نرمال شده گوییم ،1

𝜔و 𝐴0  =𝐴2این بار اگر  • = 𝜔2 آن گاه𝐴1 را بدست می آوریم:



•
A1 = −2.73A0

A2 = 𝐴0

ی مد اولشود، پاسخ سیستم ترکیبی ازهارمونیک هاوقتی سیستم در حالت ارتعاشات آزاد تحریک می •

.ومد دوم خواهد بود•

• 𝑥1 = 𝐴11 sin(𝜔1𝑡 + 𝜓1) + 𝐴12 sin(𝜔2𝑡 + 𝜓2)

• 𝑥2 = 𝐴21 sin(𝜔1𝑡 + 𝜓1) + 𝐴22 sin(𝜔2𝑡 + 𝜓2)

معلومات مسئله ؛•

• 𝑋1(0) 𝑋2(0)

•  𝑋1(0)  𝑋2(0)

مجهولات مسئله؛•

•
𝐴11 𝐴12 𝜓1 𝜓2

𝐴21 𝐴22

𝐴11

𝐴21
=
𝐴1

𝐴2
(𝜔1)

𝐴12

𝐴22
=
𝐴1

𝐴2
(𝜔2)



43و 18و 13: مسائل فصل چهارم•

.حتماً مطالعه شود11و 24و 55و 52و 44و 41و 32از فصل دوم مسائل •

و 5-4-1و 5-3-2و 5-3-1و 5-2-1و 5-1-3و 5-1-1) مثال های حل شده فصل : مسائل فصل پنجم •

55و57و29و24و20و8و4و5و1)2-4-5•



. فرکانس های طبیعی سیستم زیر را استخراج کنید : مثال•

•  𝑀𝑜 = 𝑗𝛼

• −𝑘 𝜃1 − 𝜃2 = 𝑗1  𝜃1

• 𝑘 𝜃1 − 𝜃2 = 𝑗2  𝜃2

• 𝑗1  𝜃1 + 𝑘𝜃1 − 𝑘𝜃2 = 0

• 𝑗2  𝜃2 − 𝑘𝜃1 + 𝑘𝜃2 = 0

•
𝑗1 0
0 𝑗2

 𝜃1
 𝜃2
+

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

𝜃1
𝜃2

= [0]

𝐽1 𝐽2

𝜃1
𝜃2فنرپیچشی

𝐽2
𝐽1

𝑘(𝜃1 − 𝜃2) 𝑘(𝜃1 − 𝜃2)

[M] [k]



•

• |[k]-[M]𝜔2|= 0

•
𝑘 − 𝑗1𝜔

2 −𝑘

−𝑘 𝑘 − 𝑗2𝜔
2 = 0 𝑘 − 𝑗1𝜔

2 𝑘 − 𝑗2𝜔
2 − 𝑘2 = 0

• 𝜔2 = 𝜆 𝑘 − 𝑗1𝜆 𝑘 − 𝑗2𝜆 − 𝑘2 = 0

• 𝑘2 − 𝑗1 + 𝑗2 𝑘𝜆 + 𝑗1𝑗2𝜆
2 − 𝑘2 = 0

• − 𝑗1 + 𝑗2 𝑘𝜆 + 𝑗1𝑗2𝜆
2 = 0 𝜆 − 𝑗1 + 𝑗2 𝑘 + 𝑗1𝑗2𝜆 = 0

• 𝜆 = 0 ,          𝜆 =
𝑗1+𝑗2 𝑘

𝑗1𝑗2

• if   𝜆 = 0 ;          𝜔 = 0

• if    𝜆 =
𝑗1+𝑗2 𝑘

𝑗1𝑗2
;        𝜔 =

𝑗1+𝑗2 𝑘

𝑗1𝑗2



دهد وضعیت زمانی رخ میاین .میباشداز فرکانس ها صفر ،یکی همان طور مسئله نشان میدهد •

صلب وجود عبارت دیگر اگر فرض کنیم که به جای فنر یک میلهبه .باشدکه سیستم دارای حرکت صلب 

که هیچ تغییر دارد سیستم بتواند شتاب انتقالی بگیرد و حرکت کند یا اینکه سیستم را بتوان بدون این

.کردمحل خودش به محل دیگری جا به جا ،از وضعیتی در آن ایجاد شده باشد 

.بنویسیدمعادلات حرکت سیستم زیر را : مثال •

.باشدیکی از فرکانس ها صفر است چون می تواند حرکت صلب داشته •

• *     𝐹𝑥 =  𝑀𝑖
 𝑋𝑖𝑥

• **      𝑀𝑜 = 𝐼𝑜𝛼 +𝑚𝑎𝑜𝑑 cos 𝜃

M

𝑚

اتصال جوش

𝑥

𝜃

نیروهای خارجی وارد بر سیستم



•

• 𝑎𝑚 = 𝑎𝑜 + 𝑎𝑚/𝑜

𝑎𝑚 =  𝑥  𝑖 + 𝑙  𝜃 cos 𝜃  𝑖 + 𝑙  𝜃 sin 𝜃  𝑗 + 𝑙  𝜃2 cos 𝜃  𝑗 − 𝑙  𝜃2𝑠𝑖𝑛𝜃  𝑖

𝑎𝑚 =  𝑥 + 𝑙  𝜃 cos 𝜃 − 𝑙  𝜃2𝑠𝑖𝑛𝜃  𝑖 + (𝑙  𝜃 sin 𝜃 + 𝑙  𝜃2 cos 𝜃)  𝑗

*       0 = 𝑀  𝑥 + 𝑚(  𝑥 + 𝑙  𝜃) معادله حرکت اول

**      −𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝐼𝑜  𝜃 + 𝑚  𝑥𝑙 →          𝑥 + 𝑙  𝜃 + 𝑔𝜃 = 0 معادله حرکت دوم

𝜃

𝑚𝑔

𝑜

𝑜

𝜃 𝑙  𝜃2

𝑙  𝜃

𝑜

𝑙
ممان حول خودش صفراست

𝑗𝑜 = 𝐼𝐺 +𝑚𝑙2 = 𝑚𝑙2
𝑜

j

𝐼𝑜:قضیه انتقال  = 𝐼𝐺 +𝑚𝑑2

𝐼𝑜 = 𝐼𝐺 +𝑚(𝑙 + 𝑟)2

𝐼𝑜 =
1

2
𝑚𝑟2 +𝑚(𝑙 + 𝑟)2



•  𝑀𝐺 = 𝐼𝛼 0=0

•  𝑀𝑂 = 𝐼𝐺𝛼 +𝑚 𝑎𝑑

• −𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝐼𝑜𝛼 +𝑚 𝑎𝑑

:یادآوری از دینامیک •

•  𝑀𝐺 = 𝐼𝐺𝛼 قانون کلی

•  𝑀𝑜 = 𝐼𝐺𝛼 +𝑚 𝑎𝑑 تعمیم قانون کلی

•

نقطه دوران مطلق باشد؛oاگر •

•  𝑎 = 𝑑𝛼

•  𝑀𝑂 = 𝐼𝐺𝛼 +𝑚𝑑2𝛼 = (𝐼𝐺 +𝑚𝑑2)𝛼  𝑀𝑂 = 𝐼𝑜𝛼

جوش

o

“o”می تواند

هرنقطه ای باشد

شتاب 

مرکزجرم

Gتا oفاصله 

o

نقطه دوران

مطلق

𝐼𝑜



•

باشد؛حرکت خطی دارای oاگر نقطه •

•  𝑀𝑂 = 𝐼𝐺𝛼 +𝑚 𝑎𝑑

•

•  𝑎 = 𝑎𝑜 cos 𝜃 + 𝑑𝛼

•  𝑀𝑂 = 𝐼𝐺𝛼 +𝑚 𝑎𝑜 cos 𝜃 + 𝑑𝛼 𝑑

•  𝑀𝑂 = 𝐼𝐺𝛼 +𝑚𝑑2𝛼 +𝑚𝑎𝑜 cos 𝜃 𝑑 = 𝐼𝑜𝛼 +𝑚𝑎𝑑𝑜 cos 𝜃

•

ادامه مثال قبل ؛•

•
𝑀 +𝑚 𝑚𝑙

1 𝑙
 𝑥
 𝜃
+

0 0
0 𝑔

𝑥
𝜃

= 0

dمولفه شتاب عمودبر

𝜃

مرکزجرم

𝑎𝑜



•
0 0
0 𝑔

− 𝜔2 𝑀 +𝑚 𝑚𝑙
1 𝑙

= 0

𝜔 = 0 ,        𝜔 =
(𝑀+𝑚)

𝑀𝑙
𝑔

.کنیدرا استخراج های سیستمفرکانس های طبیعی : تمرین •

•(1)-

𝑚

M
𝑘

M

𝑙  𝜃2

𝑘𝜃

𝑙  𝜃

𝑚𝑔

𝑥



.حل کنید′𝑚مثال قبل را با فرض میله با جرم : -(2)•

؛-(3)•

•

.ویک بار بدون آن حل کنید𝑘2یک باربافرض وجود: -(4)•

𝑘

𝑚

M
𝑘𝜃

𝑚′

M
𝑘𝜃

𝑥

𝑘𝑥

𝜃 𝑙

2
 𝜃2 𝑙

2
 𝜃

𝑚′𝑔

𝑙  𝜃

𝑙  𝜃2

𝑚𝑔

𝑚
𝑀

𝑘1 𝑘2



لاپلاس؛روش تبدیل •

• −𝑘 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑓 𝑡 = 𝑚1  𝑥1 𝑚1  𝑥1 + 𝑘𝑥1 − 𝑘𝑥2 = 𝑓(𝑡)

• −𝑘 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑚2  𝑥2 𝑚2  𝑥2 + 𝑘𝑥2 − 𝑘𝑥1 = 0

• 𝑚1[𝑠
2𝑋1 𝑠 −  𝑋1 0 − 𝑠𝑋1 0 + 𝑘𝑋1 𝑠 − 𝑘𝑋2 𝑠 = 𝐿{𝑓 𝑡 }

• 𝑚2[𝑠
2𝑋2 𝑠 −  𝑋2 0 − 𝑠𝑋1 0 ] + 𝑘𝑋2 𝑠 − 𝑘𝑋1 𝑠 = 0

𝑥حال مسئله رابا فرض • 0 =  𝑥 0 = 𝑚1و 0 = 𝑚2 = 𝑓و 1 𝑡 = 𝛿 𝑡 ,𝑘 = حل1

.می کنیم•

𝑥1

𝑘
𝑚1 𝑚2

𝑥2

𝑓 𝑡 = 𝛿(𝑡)

𝑚1

𝑓 𝑡

𝑘(𝑥1 − 𝑥2)

𝑚2
𝑘(𝑥2 − 𝑥1)



•

• 𝐿 𝑓 𝑡 = 𝐿 𝛿 𝑡 = 1

• 𝑠2𝑋1 𝑠 + 𝑋1 𝑠 − 𝑋2 𝑠 = 1 (𝑠2 + 1)𝑋1 𝑠 − 𝑋2 𝑠 = 1

• 𝑠2𝑋2 𝑠 + 𝑋2 𝑠 − 𝑋1 𝑠 = 0 (𝑠2 + 1)𝑋2 𝑠 − 𝑋1 𝑠 = 0

• 𝑠2 + 1 2 − 1 𝑋2 𝑠 = 1

• 𝑋2 𝑠 =
1

𝑠4+2𝑠2

• &               𝑋1 𝑠 =
𝑠2+1

𝑠4+2𝑠2
=

𝑠2+1

𝑠2(𝑠2+2)
=

1

𝑠2(𝑠2+2)
+

1

𝑠2+2

• 𝑥2 𝑠 =
1

2
[
1

𝑠2
−

1

𝑠2+2
] 𝑥2 𝑡 =

1

2
[𝑡 −

1

2
sin 2 𝑡 ]

• 𝑥1 𝑠 =
1

𝑠2+2
+

1

2
[
1

𝑠2
−

1

𝑠2+2
]

• 𝑥1 𝑡 =
1

2
sin 2 𝑡 +

1

2
[𝑡 −

1

2
sin 2 𝑡 ]

(𝑠2 + 1) ×



سیستم های دو درجه آزادی تحت ارتعاشات اجباری ؛•

•

•  𝐹𝑥1 = 𝑚1  𝑥1

•  𝐹𝑥2 = 𝑚2  𝑥2

𝑚1

𝑚2

𝑘1

𝑘2

𝐶1

𝐶2

𝑥1

𝑥2

𝐹2 sin(𝜔2𝑡)

𝐹1 sin(𝜔1𝑡)

𝑘1(𝑥1 − 𝑥2) 𝐶1(  𝑥1 −  𝑥2)

𝐹1 sin(𝜔1𝑡)

𝐶1(  𝑥2 −  𝑥1)
𝑘1(𝑥2 − 𝑥1)

𝑘2𝑥2 𝐶2  𝑥2

𝑚1 𝑚2

𝐹2 sin(𝜔2𝑡)



• −𝑘1 𝑥1 − 𝑥2 − 𝐶1  𝑥1 −  𝑥2 + 𝐹1 sin(𝜔1𝑡) = 𝑚1  𝑥1

• −𝑘2𝑥2 − 𝐶2  𝑥2 − 𝐶1  𝑥2 −  𝑥1 − 𝑘1 𝑥2 − 𝑥1 + 𝐹2 sin(𝜔2𝑡) = 𝑚2  𝑥2

• 𝑚1  𝑥1 + 𝐶1  𝑥1 −  𝑥2 − 𝑘1𝑥1 − 𝑘1𝑥2 = 𝐹1 sin(𝜔1𝑡)

• 𝑚2  𝑥2 − 𝐶1  𝑥1 + 𝐶1 + 𝐶2  𝑥2 − 𝑘1𝑥1 + 𝑘1 + 𝑘2 𝑥2 = 𝐹2 sin(𝜔2𝑡)

•
𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑥1
 𝑥2
+

𝐶1 −𝐶1
−𝐶1 𝐶1 + 𝐶2

 𝑥1
 𝑥2
+

𝑘1 −𝑘1
−𝑘1 𝑘1 + 𝑘2

𝑥1
𝑥2

=
𝐹1 sin(𝜔1𝑡)
𝐹2 sin(𝜔2𝑡)

𝜔1فرض می کنیم • = 𝜔2 = 𝜔.

حل کلی=حل همگن + حل خصوصی•

حال به حل خصوصی می پردازیم؛.حل همگن را در جلسات گذشته بدست آوردیم•

• 𝐹1 sin(𝜔𝑡) = 𝐼𝑚(𝐹1𝑒
𝑖𝜔𝑡)

• 𝐹2 sin(𝜔𝑡) = 𝐼𝑚(𝐹2𝑒
𝑖𝜔𝑡)



است،پس انتظار می رود که پاسخ 𝜔چون تحریک خارجی به صورت سینوسی و با فرکانس •

.نیز به صورت سینوسی وبا اختلاف نسبت به ورودی باشد•

• 𝑋1 𝑡 =  𝑋1𝑒
𝑖𝜔𝑡 ,                      𝑋2 𝑡 =  𝑋2𝑒

𝑖𝜔𝑡

•
𝑚1 0
0 𝑚2

−  𝑋1𝜔
2𝑒𝑖𝜔𝑡

−  𝑋2𝜔
2𝑒𝑖𝜔𝑡

+
𝐶11 𝐶12
𝐶21 𝐶22

 𝑋1𝜔𝑖𝑒
𝑖𝜔𝑡

 𝑋2𝜔𝑖𝑒
𝑖𝜔𝑡

+
𝑘11 𝑘12
𝑘21 𝑘22

 𝑋1𝑒
𝑖𝜔𝑡

 𝑋2𝑒
𝑖𝜔𝑡

=

•
𝐹1𝑒

𝑖𝜔𝑡

𝐹2𝑒
𝑖𝜔𝑡

•
−𝑚1𝜔

2 0

0 −𝑚2𝜔
2

 𝑋1
 𝑋2

+
𝐶11𝜔𝑖 𝐶12𝜔𝑖
𝐶21𝜔𝑖 𝐶22𝜔𝑖

 𝑋1
 𝑋2

+
𝑘11 𝑘12
𝑘21 𝑘22

 𝑋1
 𝑋2

=
𝐹1
𝐹2

•
−𝑚1𝜔

2 + 𝐶11𝜔𝑖 + 𝑘11 𝐶12𝜔𝑖 + 𝑘12
𝐶21𝜔𝑖 + 𝑘21 −𝑚2𝜔

2 + 𝐶22𝜔𝑖 + 𝑘22

 𝑋1
 𝑋2

=
𝐹1
𝐹2

𝐴



•
 𝑋1
 𝑋2

=
1

|𝐴|
الحاقی ماتریس

𝐹1
𝐹2

• * 𝐵 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

[𝐵]−1 =
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

پاسخ سیستم های دو درجه آزادی در حالت کلی ؛•

حل کلی=حل همگن + خصوصیحل •

• فرکانس های طبیعی :     |[k]-[M]𝜔2|= 0

• 𝑥1 = 𝐴11 sin(𝜔𝑛1𝑡 + 𝜓1) + 𝐴12 sin(𝜔𝑛2𝑡 + 𝜓2)

• حل همگن :  

• 𝑥2 = 𝐴21 sin(𝜔𝑛1𝑡 + 𝜓1) + 𝐴22 sin(𝜔𝑛2𝑡 + 𝜓2)

• حل خصوصی :  𝑘 + 𝐶 𝜔𝑖 − 𝑀 𝜔2
 𝑋1
 𝑋2

=
𝐹1
𝐹2

 𝑋1
 𝑋2

=

• 𝐼𝑚  𝑋1𝑒
𝑖𝜔𝑡 = 𝑥1(𝑡) → 𝐼𝑚  𝑋2𝑒

𝑖𝜔𝑡 = 𝑥2(𝑡) خصوصی→ خصوصی

تحریک



اعمال شرایط اولیه ؛•

تا از آنها به هم وابسته هستند وداریم؛2مجهول داریم، ولی 6•

•
𝐴11

𝐴21
= (

𝐴1

𝐴2
)𝜔𝑛1

𝐴12

𝐴22
= (

𝐴1

𝐴2
)𝜔𝑛2

جاذب ارتعاش ؛•

• −𝑘2 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑘1𝑥1 + 𝐹0 sin𝜔𝑡 = 𝑚1  𝑥1

• −𝑘2 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑚2  𝑥2

𝐹0 sin𝜔𝑡

𝑘1

𝑘2

𝑚1

𝑚2

𝑥

𝑚1

𝑘1𝑥1

𝑘2(𝑥1 − 𝑥2)𝐹0 sin𝜔𝑡

𝑚2

𝑘2(𝑥2 − 𝑥1)



•

•
𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑥1
 𝑥2
+

𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

𝑥1
𝑥2

=
𝐹0 sin𝜔𝑡

0

𝑘دو راه داریم؛ یا از ابتدا       • −𝑚𝜔2  𝑥1
 𝑥2
=

𝐹1
𝐹2

• 𝐹0 sin𝜔𝑡 = 𝐹0 𝐼𝑚(𝑒
𝑖𝜔𝑡)

• 𝑥1 𝑡 =  𝑋1𝑒
𝑖𝜔𝑡 ,             𝑥2 𝑡 =  𝑋2𝑒

𝑖𝜔𝑡

.آوریمپاسخ را بدست را جاگذاری کنیم و 𝑥1,𝑥2یا اینکه •

•
𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

− 𝜔2 𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑥1
 𝑥2
=

𝐹0
0

•
𝑘1 + 𝑘2 −𝑚1𝜔

2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2 −𝑚2𝜔

2

 𝑥1
 𝑥2
=

𝐹0
0



•
 𝑥1
 𝑥2
=

1

(𝑘1+𝑘2−𝑚1𝜔
2 𝑘2−𝑚2𝜔

2 −𝑘2

𝑘2 −𝑚2𝜔
2 𝑘2

2

𝑘2
2 𝑘1 + 𝑘2 −𝑚1𝜔

2

𝐹0
0

•  𝑥1 =
1

𝐴
(𝑘2 −𝑚2𝜔

2)𝐹0

• 𝑘2 −𝑚2𝜔
2 = 0 𝜔 =

𝑘2

𝑚2

اعمال شود ونیز بر روی آن جرم 𝑚1همانطور که معادله نشان می دهد،چنانچه تحریکی به •

قرار گیرد،اگر فرکانس تحریک برابر با 𝑘2با فنریت 𝑚2دیگری به اندازه •
𝑘2

𝑚2
باشد، آنگاه جرم

•𝑚1به جرمی مانند .ارتعاش نخواهد کرد و دامنه حرکت آن صفر می شود𝑚2 که باعث چنین رفتاری

.در سیستم می شود،جاذب ارتعاش می گویند•



• The    End 




